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The aim of the present paper is to propose a discrete memory type approach in order 
to explain and predict the material response for bodies underlying second-order irreversible 
processes (ratchet effect) or complicated thermo-mechanical reversible and irreversible pro­
cesses (superelasticity and shape-memory effects). These open problems are discussed using the 
theoretical frame-work given in previous papers (S.M.I.R.T.4 Ll/9, S.M.I.R.T.5 Ll/6, J. de 
Mecanique, 19, 2, 1980). The basic concepts (particularly the pure hysteresis one) are assu­
med to be known.

The first part of the paper is devoted to a thermo-mechanical study of superelasti­
city and shape-memory effects. The basic idea is, by starting from the microscale experimental 
results, to express the material properties as a sum of two stress contributions Orev andO, 
of reversible and irreversible types respectively. The analysis is based on the thermo-mecha­
nical description of irrotational triaxial kinematics. The mains results are : 1. superelas­
ticity is immediately interpreted as the sum of the two stress contributions Orev and O, ; 
2. the shape-memory effect corresponds to the case where Orev and Oa are simply varying 
with the assigned temperature of the experiment ; 3. the stresses O, and O, are inter­
preted as the "effective” and "chemical” stresses of OTSUKA and al, Acta Metallurgica, 24, 
1976, p. 207-226 ; 4. an evolution with variable temperature, as studied by MULLER, Arch. 
Rational Meeh. Anal., 67, 1978, p. 61-77, is readily interpretable and, moreover, the descrip­
tion of the first loading does not involve any particular problem ; 5. the theory predicts 
that damping capacity are remarkably high for small amplitude vibrations.

Rotational kinematics are taken into account in the second part of the paper. The 
goal is to study a purely mechanical simple case of ratchet effect.

The basic idea can be presented as follows. Pure hysteresis behaviour (a concept 
which implies no hardening) is able to describe the main features of real behaviours (general­
ly exhibiting hardening on a fraction of the admissible service histories). So, the central 
concept is that of discrete memory, explicitely introduced in the constitutive equations 
through the "reference stress" tensor OaR which is a constant by pieces tensor-valued func­
tional of the specified history. The constitutive tensorial representation must express two 
relevant features. Firstly, introducing the tensor OaR (through the intrinsic dissipation and 

Oa - Oap) ’ secondly, expressing the constant by pieces variation of OaR (by using an 
objective differentiation of Oa - OaR) . The main results are : 6. ratchet effect is intrin­
sic of pure hysteresis behaviour as POYNTING effect is intrinsic of elastic behaviour ; 7. for 
small imposed shear strain G (G « Go) the ratchet steps are found to be proportional to G2 ; 
8. for G » Go ratchet steps are proportional to G ; 9. the cumulated ratchet is of the order 
of the imposed cyclic shear strain G if the number of cycles is of the order of. l/4Go ; 10. 
by an adequate formula, the Go values are found to be of the order of .001 for stainless steel 
and .002 for aluminium alloys.

In the framework of classical approach, the two problems investigated here remains 
open despite recent progress. The present study allows the understanding of these difficulties.



1. Introduction. Soit e I’energie interne specifique ; I la densite volumique de taux d’ener- 

gie reue associee a une creation de desordre (cf.hl hl ) la contrainte de Cauchy ;dD 
la vitesse de deformation ; la la densite volumique de taux de chaleur reQue par irreversi- 

bilites internes intrinseques ;d,JetTT la dissipation intrinseque volumique, la 

puissance des efforts exterieurs et la puissance reversible recevable a l'inversion (cf/1//2/).

Le schema est : • —re = G + J i=+d;re=l +TT ; o = Je + 0 , 02 = -tro (i)

TT = tr OR . 3) (2)

OU Op est une fonctionnelle du chargement impose , constante par morceaux, definie ci-dessous 

par les eq. (7) et (8). Avec les eq. (1) et (2) :

$ = tr (cr- OR), a (=9 -TT) (3)

La definition des arcs et branches (cf./l//2/) d’hysteresis pure peut etre specifiee a l’aide 

d’une relation entrezun taux de O- O, ; OD ; CT- Op et un parametre d’homothetie C ,
a valeurs l ou 2, fonctionnelle du chargement impose. Notons (cf./3/) :5^ = (3%. + & ) E, ; S. = tr cr 5 E, = tr 0 (4)

_ — 2
^.cr- o 3) + S AM(o- Og) y oc. Ro) (5)

relations ou Dj note la derivee de Jaumann et ou les 3 parametres caracteristiques du conti- 

nu sont co etK,/2 (Lame) et Qo (rayon du cylindre de Mises). D’apres l’eq. (4), la partie 

isotrope est reversible et (3) permet d’introduire par sa differentielle :dW = AM dt = tr (5- - , ). 3) dt (6) 

la fonction d’aide W definie, continue, non decroissante par morceaux, de taux egal a 0. 

Tout affixe memorable O, est defini par :

8 W < O (S : variation viruelle) (7)

La suite {O1} de ces affixes est geree par 1’algorithme (cf. /1/ /2/) :

&[W,Sw.]*[O„,O,w] ;w=1o2 (8)
portant sur WL, determinant la suite {O}E{Or} des affixes encore memorises, et, dans 

cette suite, l’element unique O," figurant en (2) lors du parcours de l’ar.c o de branche 

K. Les extremites d’arcs sont elements de {On} et lors de la traversee d’un OM il est exclu 
que do prenne, a droite, une valeur superieure a la plus petite valeur de do memorisee a 

gauche. Les relations (1) a. (8) forment un schema thermomecanique a structure hereditaire, 

a memoire discrete, a retroaction entre sollicitation et reponse, non reductible a un forma- 

lisme hamiltonien, ici particularise grace aux eq. (4) et (5). Pour ce schema d’hysteresis 

pure les definitions du taux la , du critere (7) et de l’algorithme (8) sont canoniques en ce 

sens qu’elles refletent respectivement le premier principe, le second principe et le principe 

de minimum de cld . En d’autres termes 1’effet Taylor-Farren-Quinney est intrinseque et le 

critere et l’algorithme sont universels en matiere de description des evolutions irrversibles 

associees a des structures dissipatives sous-jacentes. L’extension de l’equation de Gibbs est 

la troisieme des eq. (1) (cf./2/). Les points de depart pour I’etude d’une extension du crite­
re de Prigogine sont les inegalites associees a la definition (3) de $ (cf ./4/) .

2. Superelasticite et memoire de forme. On envisage des cinematiques homogenes triaxiales 
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irrotationnelles a axes principaux fixes. Les deformees successives sont des parallelepipedes 

rectangles.
2.1. L‘ etude thermomecanique est formellement analogue a celle du cas unidimensionnel (cf. 

/5/) . Soit, en effet, des sollicitations specifiees par la donnee de O , a trace S1 nulle 

(hypothese peu restrictive). Les representations polaires de O et 00 sont alors :

O, = 2/3 Q Cos « ■> 02 = V2/3 Q cos(- 2.77/3 ) ;o3 = (2/3 Qcos(+ (9)

a, =2/s q cosaa - 00)

Avec les eq. (9) et (10) la definition de AM donne :

AM - [ 9 Cos(P-(a )- %xCos(r-@p)lq = ( * Cos “a + Psu “) q (io

o = Q - KR cootPk ; f= Psi ( - 9R StLPk (12)
ou & et 8 sont definis par le trajet dans l’espaceO: . Avec les eq. (11) et (12) le

schema (5) s’explicite par 3 equations non independantes donnant les taux de « et de :

B=2Coo(=-21/3)-QRco(- 2/3) J C= Q coo( +&/3) - 2,Coo(*p+lr/z)(13)

en fonction de K1 , R. ,9, V , f, &, B,C • La somme : «<+ B+C est nulle. Il est possible 
de calculer Cas ‘ et q , done AM . Notons R le rapport (Q - KR/Q. et soit S tel que : 

Sods = q. dt = (to*)4/2 5 s,= So /o, j ds>o si0±o ; ds= o si a = o

Le long des chemins a phase constante :
q=( ; AM =( -x) q ; q=(/&)2*/H-R2)j (14)
e = 2 As 3-=2(8)-2(0s) 5
e = (4/2)2 Jo(s-Sa) +0/2)(2+2R)8§ ; - G==(4/2) 20(5-SR) +0/2)(2-9R)0os

Le long des chemins a deviateur constant 94 (24 <R):

( - a-T/2 AM=O j q =(4/6)2 e=-*a=o (15)

L’evolution sous deviateur constant est thermomecaniquement neutre. Un chemin quelconque est 

decomposable en chemins infinitesimaux a C et R constant : l’etude est formellement 

analogue et aussi simple que celle du cas unidimensionnel.

2.2. La superposition de contrainte. A present la contrainte de Cauchy d’hysteresis pure, 

definie par le schema (1) a (8) est note O2 . On considere la superposition :

d = ° +*a ; r = o + ; o = Orev + o (16)

ou O'rev est une contribution reversible associee a un processus microstructural reversible. 
La thermomecanique est essentiellement celle de Oa et releve des eq. (14) et (15). Les 

effets du premier ordre peuvent etre etudies par un schema unidimensionnel (cf. § 2.1 ci- 
dessus) .

2.3. Superelasticite en 1’absence d’ecrouissage au sens de X1/a /V- On considere (cf./6/) 

un schema unidimensionnel d’elasto-hysteresis pure (cf. Fig. la et 1b). L’allure des effets 

observes (cf.]7/) est indiquee (cf. Fig. 1c, a courbure continue par arcs de branches).

2.4. Thermohysteresis pure, thermoplastici te. Les bases, suggres en /1/,tudies en 

peuvent etre decrites tres brievement ainsi. D’une part, pour O(t)et une temperature T(t) 
specifies, la familie d’evolution d’hysteresis pure parametree enTe[T,T]obtenue par 

integration a T constant, donne dOa en fonction de d& et ar. D‘ autre part, les contri­

— 3 — L 3/5



butions d’ecrouissages sont calculees par integration de leurs taux respectifs a T‘ actuelle.

variable.

Enfin notons que Opest en general virtuel (cf. /4) et /8/).

2.5. Memoire de forme en 1* absence d'crouissage au sens de /l/a /4/ . On considere (cf./6/)

un schema unidimensionnel de thermoelastohysteresis pure pour lequel l’importance relative

des contributions Oa et Or., depend deT, temperature imposee constante 

tation imposee (t) . Soit M(T) la mesure de la presence de martensite ou

reversible ( 0< M < 1) : le graphe M(T)est classique (cf. fig. 2a) et

sont les temperatures de pleine austenisation et de debut de formation de

durant la sollici-

autre structureA, et Ms 
la martensite.

L’effet de memoire de forme s’interprete a l’aide de 2 hypotheses simples : d’une part Oa 
(contrainte effective de / 9 / ) est du genre [&, ” o] si Ae<T et du genre [ & 4 , Y ]
si T < A, ; d’autre part Orev (contrainte chimique de /9/)dcrot fortement siTeMs, 

ceci pour les deformations petites de I’ordre du seuil de deformation Y/c, (cf. fig. 2b). 

On obtient les graphes 3a a 3e conformes aux resultats experimentaux (cf. /9/). Le traitement 

de la premiere charge et des cyclages complexes est immediat (ce n’est pas le cas dans /lo/) 

et les capacites d’amortissement des vibrations sont exceptionnellessi :T < Ap .
3. Le rochet intrinseque de 1’hysteresis pure (cf ./ll/ et/12//13/ )

3.1. Notations. La configuration de reference de la description lagrangienne est le cube 

initial unite. On considere la transformation lineaire tangente F d’elements diagonaux 

1 + Ki(t) (i = 1, 2, 3) ; F12 , note 2.G, est le seul autre element non nul en general. Les 

composantes de la vitesse de deformation sont :

Da=k(+ki"(=1,2,3); Di2=D2=(G- G 0,1)04+K2)71 (7)
Si J note le determinant de F on a, pour la premiere charge :

d=troD =(4/J) tT. T =(4/J)t S.(CA/z) (Cz=FTF) (18)
ou T et S notent les contraintes de Piola-Lagrange et Piola-Kirchhoff. Les composantes non 

nulles de T sont T 1 , T22, T33, T12 et T21 + T :

T=(1+Ks)[(4+K2)cq -2G0] ;T2=(+K)(1+K;)042 (19)

Les composantes non nulles du complement C de Jaumann sont :

-C„= Ca= 20,03 C2= C =(0p-01)-0,2 5 C= Do-do/at (20)

3.2. Cas de la sollicitation a trace nulle. Elle est specif iee par O(t) et par :

on = - o ; 022 = o ,0,=o (21)
Puisque Si est impose nul, E, est nul (par 1’eq. (4)). Une sollicitation (21) peut etre rali- 

see par 1’application d’une repartition homogene de vecteurs contrainte : les rsultantes

Fi (i = 1, 2, 3) sont, par exemple, definies immediatement a partir de (19) :

=0; F=(1+K.)(1+Ks)027 +(4+K)(4+Ks)o.Z 3 F = -
Avec les eq. (18) (20) et (21), les eq. (4) et (5) donnent, lors du premier chargement :

° = 0,1+022+033 _ 1
-202(G-G@)(1+K2)0 =(/3)120,-22-33)-0 9 M (-Oo) J (22)

202(-G04)0+K2) =(/3)(-001+2021-03)-822M o. -
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012 — 2 Oo (G-GOu)(1+K2) — o 4 ( G- - G 62,4 ) (41+K2) — o44 22 R oq 

M = o (- 0,4 + 022 ) + 2 Oq 2 (-G 0D4 1 )(+ K2)

(22)

L’etude du cas de la torsion cyclique infinitesimale presente un interet en matiere d’appli­
cations et une importance exceptionnelle sur le 

evidence les consequences directes du caractere 
thermomecanique (cf. § 3.3). Si : K. < 1 (i =

plan theorique si l’on cherche a mettre en 

hereditaire a memoire discrete du schema

1, 2, 3) et si : G << 1, (22) s’ecrit :

O =

-200=
2 0,2 & = 

0,- 2 O, G =

k. + K2 + K3 
(2*,-*2-*3)(4/3) - 

(-R +2R2- *3) (~4/3) -

& & -

b° b 

i i

C
 o « 0
II II

J 'J

(23)

M . O.
M=O(-*,+*2)+2OG 

s’obtient
Le premier rochet fondamentalpour O nul. De part et d’autre de la premiere inversion :

= -*,=*=* =(2/0 8 ; ; G,=20/V2«4
$ = M = 1 >. o (24)

= y ^-a-^R= 2 f((o- Gr)/2)
d = AM = 2 - O22)- G- > o (25)

Ainsi, K est non negatif (nul dans le voisinage a droite de l’inversion). L’effet Poyntihg 

d’hysteresis pure s’accumule : le cube initial se contracte selon l’axe l et s’allonge selon 

l’axe 2, ceci periodiquement sous sollicitation O2(t) periodique. L’integration des eq. 

(24) et (25) donne :

K- 2 G3 Lo^(Cln (G /Gr^) = h(G) ? K-KR=4h((G- Gx)/2 ) (26)

Sous sollicitation periodique symetrique relativement a 1’origine, I’allongement vaut done, 

par demie-periode, 4 fois celui du a la premiere charge. On note immediatement que l’eq. (26) 
donne :
K=G2siIGl4G> K -KR= 2 G. -(G-G,2 si IG-GR142G. (27)

K=GGsi G[®G, ; k-Ka = 2 G-(G- Gx) si I G~- Ga I »2 6 (2.8)

Les relations (27) et (28) concernent respectivement les situations de proximite et d'loigne- 

ment de la quasi-reversibilite a droite de l’inversion.

Les relations (27) expriment que, en evolution quasi-reversible au sens de /1/ a /4/ 

ou G-Ggl<2.G.) , 1'effet Poynting cumulatif est, comme l’effet classique independant du 

corps, proportionnel au carre de G. L’effet Poynting est restaurable.

Les relations (28) expriment que, loin de la quasi-reversibilite( G. ou

lGr- G, I » 2 G. ) , I ’ effet Poynting cumule est : lineaire en la deformation de cisaillement 
(ce que 1’experience suggere), varie peu pour les corps ayant des G. comparables (ce qui 

est observe), presente un caractere oligocyclique :N= 1/(4 G.) ,ZNo2.AK=2maxicl, soit, 

par exemple : 250 cycles (Go = 0.001) pour les aciers, 125 cycles (Go = 0.002) pour les 

alliages d’aluminium. Notons encore que, pour les aciers, par exemple, 1’allongement par 
demi-cycle symetrique est : K = 0.00002, soit 0.2 j /cm, pour Go = 0.001 et une deformation 
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de cisaillement de - 0.5 %. Ces valeurs sont realistes.

3.3. Le schema a un sens physique. Notons d’abord qu’il n’a ni 1’inconvenient d’entrainer 

un rochet inverse symetrique par suppression de la charge axiale, ni le defaut de prevoir un 

supplement de rochet nul si l’on augmente l’amplitude de cisaillement tout en conservant la 

meme charge axiale. D’autre part, le schema exprime la restauration (cf./2/) et le role du

concept associe de memoire discrete^ travers la forme de TT , le scalaire 0 et le tenseur

R, c’est a dire de faon complete, etrangere a 1’hypoelasticite ou a 1 ’hyperelas ticit).

4. Difficultes sous-j acentes dans les theories classiques

4.1. La tentative de schematisation classique (cf./14/ /15/ ). Soit Ki les variables inter­

nes et Ai les affinites associees, V 1’energie libre specifique, (A) un potentiel con- 

vexe, semi-continu inferieurement, q la densite surfacique de taux de chaleur reue par 

conduction. La theorie est fondee sur l’expression : 

P dA
V d±

+ div (7 /T) >0 (29)

du second principe et sur 1’ecriture : 

du premier principe. Compte tenu de la definition de V' et de (30) on obtient (29) sous la 

forme de Clausius-Duhem et l’on suppose decouplees les dissipations thermiques et intrinse- 

ques. Cette derniere : -(% +)* Aeksto.2 -A >o o„
s’explicite grce a 1’hypothese fondamentale : les taux des &i s’expriment comme sous- 

gradients de C .On obtient, par (31), l’equivalent d’une extension formelle de (1) - 

Cependant, lors de la mise en oeuvre, des difficultes operatoires apparaissent, alors meme 

qu’il s’agit seulement de decrire les aspects les plus simples et les plus caracteristiques 

de l’hysteresis mecanique, a 1’exclusion d’evolutions cycliques complexes et du cas de la 

temperature variable.

L’expression de 0 donnee par (31) est-elle essentiellement formelie ? Les raisons 

d’une reponse positive semblent exister depuis longtemps /16/, etre clairement suggres f \~1J 
et ont ete recemment rappelees (cf./2//4//8/). L’essentiel peut etre explicite ainsi.

Tout d’abord, pour que (29) ait un sens, il faut pouvoir definir s. Or, il est 

rarement rappele, mais tres connu, qu’il est facile de definir des systemes bien representa- 

tifs de 1’hysteresis mecanique pour lesquels AUCUN trajet reversible n’est concevable : impos­

sible des lors, d’admettre 1’existence d’un etat d’equilibre "d'accompagnement"/18/ . Done la 

definition de s reste un probleme ouvert et (29) n’a pas de sens dans de tels cas physique- 

ment significatifs. On note ensuite que, dans (30), ne figure pas de terme de densite volumi- 

que de taux de chaleur la reue du fait des irreversibilites internes intrinseques : l’ex­

pression (30) de la conservation de 1’energie presente une inadequation fondamentale. D’autres 

indications pourraient concerner les variables d’etat (conventionnelles, reglees par hypothe­

ses ad-hoc de NO-GO). Les deux remarques retenues, suffisent pour distinguer comment 1’usage 

du concept de potentiel implique la presence de difficultes majeures des l’origine de la 

theorie : une tentative de redressement est actuellement amorcee (cf./19/et /20/ par exemple).

— 6 — L 3/5



4.2. Remarque

S’agissant de situations experimentales bien definies qui peuvent servir a valider 

tous les modeles actuellement connus, les resultats presentes ici doivent s'apprecier lorsqu’on 

connait les difficultes operatoires des theories a variables internes dans l’interpretation 

des cas les plus simples et les plus caracteristiques de 1’hysteresis mecanique.

Face a 1’urgence des besoins en matiere d’applications techniques fondamentales, 

les conditions epistemologiques sont reunies pour que, sur la base des theories evoquees, se 

developpent et de diffusent de nombreux modeles. Finalement, et faute d’une alternative a 

statut paradigmatique, les divers efforts consacres aux constructions pratiques completes - 
theories, modeles, talonnages- doivent etre poursuivis.

Dans de telles conditions on ne peut exclure 1’acceleration prochaine d’analyses 

plus compliquees : fatigue, thermoplasticite, rupture, anisotropie induite, physico-chimie 
sous contraintes, interactions de champs.

A

12

A

rev

0 &

io C

i o
Figure 1 Superelasticite sans ecrouissage .
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Figure 2 Variations M(T) et famille Orev(&) • T € [Te A].
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A B
Figure 3 Schema d’interpretation des effets de memoire de forme (T<M,).
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