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SUMMARY

The mechanical behaviour of fuel rods is significantly influenced by the extent of fuel
pellet cracking. Due to steady or unsteady power histories, crack growth or crack healing
may occur. Especially in power cyclirig relocation effects are observed and must be con-
sidered in normal operation and safety analysis.

The model developed to calculate the crack structure is within the scope of the URA-
NUS fuel rod code, which gives a thermal and mechanical analysis of integral fuel rod
behaviour. As the fuel rod geometry in the URANUS-code is idealized as a quasi two-
dimensional description, the model can take local effects into account only by their av-
erage values. The basic assumptions of the model are:

a) cracks are substituted by means of fictitious crack strains;

b) cracks may occur perpendicular to radial, tangential and axial direction.

The theory is developed in extension to the classical theory of plasticity. An iterative
procedure is given combining plasticity and crack calculation. During this iterative proce-
dure criteria are established which decide whether assumptions concerning plasticity or
crack structure during the step (/) are still valid for the step (m+1). The final results of
this iterative procedure are physically meaningful:

a) in a region of plasticity the stress is on the yield surface;

b) perpendicular to a crack surface the stress is given by an average value which may be

a function of the history.

For each time step At, the calculation of the crack structure is done. The mathematical
formulation, in principle, is given by the following equation:

{Ag}" ™D =[] {s}™,
where

{Ae} : increments of plastic and crack strains,
[i]1 : pilot diagonal matrix,
{s} :estimation function.

The elements of [] may be zero or 1 and depend on history and the actual loading. Of
course, [/] is space dependent. The material properties used in this model are the yield cri-
terion and a crack formation criterion. A model for physical crack healing is included.

The results show the importance of a good crack model to fuel rod analysis: the fic-
titious crack strains are of the same order of magnitude as the thermal strains. Both to-
gether give the most dominant influence to the gap conductance. Example calculations are
presented for UO, and UC under different conditions. During the heat-up phase, radial
and axial cracks from the pellet outside to the center are observed while during the heat-
down phase cracks from the center to the outside are obtained. During this phase also
circumferential cracks are predicted by the model.

This crack calculation model is one of the most important parts of the integral fuel
rod code URANUS. The number of iteration steps depends on the power history, in nor-
mal cases not more than 3 steps are required to reach convergency within a time step At.
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1. Einleituna

Das thermische und mechanische Verhalten von Brennstdben eines Kernreaktors
wird entscheidend von der RiBstruktur und vom Rifverhalten der Brennstoff-
tabletten beeinfluft. Im folgenden wird ein Modell vorgestellt, das in Er-
weiterung von plastischen Vorgdngen eine bruchmechanische Beschreibung er-
moglicht. Dieses Modell wird derzeit im integralen Brennstab-Rechenprogramm
URANUS [1] eingesetzt, das auf einer gquasi zweidimensionalen mechanischen
Behandlung der Brennstabstruktur basiert. Untersuchungen haben jedoch ge-
zeigt [2] , daB das Modell auch mit einer zweidimensionalen Finitelement-
Methode gekoppelt werden kann und gute Ergebnisse liefert. Gr&Ben, die vom
ort (R, 2) und der Zeit % abhdngen kdnnen, werden im folgenden durch fett
geschriebene Buchstaben charakterisiert. Es wird die ilbliche Matrizenno-

tation verwendet.

Die Berlicksichtigung von Rissen geschieht durch die Einfiihrung von fiktiven
RiBdehnungen .{ef}. Bevor jedoch Risse auftreten k&nnen, muBl das Plasti-
fizierungsvermdgen ausgeschdpft sein, d. h. flir die Analyse der RiBstruk-
tur miissen auch die plastischen Dehnungen { ePL}untersucht werden. Diese
werden als zeitunabhdngig betrachtet. Die gerissene Struktur wird also nach
wie vor als Kontinuum behandelt, wobei lokale Effekte nicht wiedergegeben
werden kdnnen. Flir die fiktiven RiBdehnungen { ef} gelten folgende Zuord-
nungen:

E; 2 € (n
wenn ein RiB senkrecht zur Richtung | vorliegt. Die GridRe erls ist
stets grdBer oder gleich Null und beriicksichtigt, daB beim SchlieBen eines
Risses die Oberflidchenrauhigkeiten der RiBufer ein vollstdndiges SchlieBen

des Risses verhindern.

Sowohl aus rechentechnischen als auch theoretischen Griinden wurde fiir die
Behandlung der Bruchmechanik ein Weg gew&dhlt, der der Behandlung der Pla-
stizitdt analog ist. Das Grundmodell zur Beschreibung beider Vorgdnge wird

in folgendem Kapitel dargestellt.

2. Grundmodell

In der Abb. 1 ist exemplarisch eine thermoelastische Spannungsverteilung in
einer Brennstofftablette dargestellt. Dabei wurde die Vergleichsspannung
nach der v. Mises Bedingung ermittelt. Es ist unmittelbar 2zu erkennen, dafB
die Vergleichsspannung (;V im gesamten Bereich oberhalb des Bruchspannungs-
bereichs liegt, der schraffiert dargestellt ist. Durch den Pfeil soll ange-
deutet werden, daB sich die Bruchspannung im Zug- und Druckbereich unter-

scheiden kann.

Plastische Vorgdnge sind also zu erwarten. Falls das Material geniigend Pla-

stifizierungsmdglichkeiten aufweist, kOnnen Spannungen durch FlieBen des
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Werkstoffs abgebaut werden. Im anderen Fall treten Risse auf. Fiir das zu
entwickelnde Modell miissen also FlieBgrenze G%Fund plastische Dehnung bis

< »)
zum Bruch e:’ bekannt sein

Die eigentlichen Annahmen des Grundmodells zur Flief- und Bruchmechanik las-

sen sich in folgenden Iterationszielen formulieren:

Fir den plastischen Bereich muB gelten, daB die FlieBgrenze <;HF nicht
tiberschritten werden darf, fiir einen gerissenen Bereich wird angenommen,
daB die Spannung senkrecht zum RiBufer gleich einer mittleren Spannung @

ist.

Es werden also folgende Forderungen aufgestellt:

G, = 6., (2)

und <;Z f

. f
(4 fur € 7 €,e (3)
Die Gleichung (2) bezieht sich auf den plastifizierten Bereich, Gl. (3) gilt

i

jeweils flir die senkrecht auf einem vorhandenen RiBufer stehende Komponente.

Zur Steuerung des Iterationsablaufs wird eine Diagonalmatrix ri Jeingefﬁhrt,

die sich auf die Komponenten der plastischen Dehnung und der Rifbildung be-

zieht:

. f
L.
1'-2,

-
—
]
-
R

(4)

Die Koeffizienten vonr L_Jkénnen die Werte Null und 1 annehmen Die Fest-
setzung ihrer Werte wird im n&dchsten Abschnitt behandelt

Die Iterationsvorschrift zur Erfiilllung der Iterationsziele - Gleichung (2)
und (3) - kann damit allgemein in folgender Weise angegeben werden:

(m+1)
pl
A,

€y

agf
Agf

(m+1)

)

{S ) (5)

(m) : Iterationsindex
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Die Groése [:5} stellt die eigentliche Sch#tzvorschrift dar. wa?reqﬁ)die Ko-
. m+

effizienten der Matrix rLJ bestimmen, ob die Zuwdchse {_A € }

von Null verschieden sind. Die neuen Werte fiir die plastischen Dehnungen

(
{epj und die RiBdehnungen {G‘F} erhdlt man nach

plim+1) plim) pl (m+1)
{(m+U £ (M) f(m*1)
€, 6z ta €, (7

Die Iteration ist abgeschlossen, wenn die Gleichungen (2) und (3) im Rahmen

vorzugebender Schranken erfilillt sind.

3, Allgemeine Uberlegungen zur Matrix riJ

Die Elemente der Diagonalmatrix riJ sind von der Plastizitdtsgeschichte und
einer richtungsindividuellen Bruchgeschichte abhdngig, sowie Funktionen der
aktuellen Belastung. Zu beriicksichtigen ist eine RiBfortpflanzung ebenso
wie eine mdgliche RiBausheilung nach einem SchlieBen eines Risses. Dies
sind physikalische Uberlegungen, die in &hnlicher Weise auch schon Rashid[3]
aufgestellt hat.

Die Matrix riJ ist jedoch - wie schon in der Gleichung (5) angedeutet wur-
de - auch eine Funktion des Iterationsweges. Zu berilicksichtigen sind also
nicht nur tiberlegungen zur physikalischen sondern auch zur "numerischen"
Geschichte. Wdhrend des Iterationsablaufs kdénnen sich demnach Annahmen hin-
sichtlich des Auftretens von Plastizitdt bzw. von Rissen als falsch heraus-
stellen und miissen entsprechend revidiert werden. Erst nach Beendigung der
Iteration sind die Koeffizienten der Matrix rlj physikalisch sinnvoll, weil
die physikalisch sinnvollen Iterationsziele (2) und (3) erreicht wurden.
Diese Werte von [iJ milssen im ndchsten Zeitschritt berilicksichtigt werden.

Sie stellen gewissermafien die Geschichte der Struktur dar.

3. Bestimmung der Matrix FiJ

In diesem Kapitel wird die Bestimmung der Matrix fiJ im geschichtslosen und
geschichtsbehafteten Materialzustand bestimmt.

Nach der klassischen Plastizitdtstheorie kann eine FlieBkurve in folgender
allgemeiner Form aufgestellt werden:

F( {6} {GPL} K) 0 (8)

Dabei ist K ein Verfestigungsparameter. Fiilhrt ein Spannungszustand {(;}

zu einem Wert F<C , dann verhdlt sich das Material elastisch. Fiir F=0
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wird der plastische Zustand erreicht, der Bereich F/»0 hat keine physika-
lische Bedeutung. Die Plastifizierung erfolgt nach einem FlieBgesetz, das
in folgender Form verwendet wird [4] :

pt OF
{de } = dA ’9{6} (9)

Die GrdBe dA ist eilne Proportionalitdtskonstante und mufl noch bestimmt
werden. Fir die folgende Behandlung ist es zweckm&dBig, die schon im vorher-
gehenden verwendeten GrdB8en der Vergleichsspannung G,, und einer plasti-
schen Vergleilchsdehnung GCL in die Gesetze (8) bzw. (9) einzuarbeiten.
Die Gleichung (8) wird zu einer Definitionsgleichung fiir die Vergleichs-

spannung GV in

F(G,, 6. )=0 (10)

umgeschrieben

L
Die Gro6Re OLEVP kann {iber einen Vergleich der plastischen Dissipations-

arbeit definiert werden:

T et F(.
{6} {de }= G, d g, (1)
pl
Die gesamte plastische Vergleichsdehnung v

Hilfe der Gleichung (11) kann der Faktor dA in der Gl. (9) eliminiert
werden. Als FlieBgesetz erhdlt man somit:

ist analog definiert. Mit

{de"‘} _ G AT

(6} 2. Gt (12)
’(G}
Rus dieser Gleichung 148t sich die in der Gl. (5) enthaltene Schétzvor-

schrift flir die plastischen Dehnungen entwickeln. Vor Lastaufbringung zur

Zeit t = o wird ein geschichtsloser Materialzustand vorausgesetzt:

{8#} = 0 (13)
t=0

{8{}{'-: o (14)

Die Matrix | b | ist mull:

I_Lj:} [O] (15)

Falls flir eine beliebige Zeit in einem beliebigen Iterationsschritt (m)



c1/3

F‘"”)O wird, muB die Iterationsvorschrift (5) fiir die plastischen

4 ) (.,
Zuwédchse ljd GP } angewendet werden, d. h. flir A ef i von Null
verschiedene Werte liefern. Dazu wird gesetzt:
.’o( (m-O’I) )
L, = 1 fir B 7200 (16)

Die Gleichung (16) stellt die Annahme dar, daB an dieser bestimmten Stelle
der Struktur plastische Vorginge auftreten. Durch Spannungsunterlagerungen
infolge Plastifizierung an anderen Stellen kann sich jedoch diese Annahme
als falsch erweisen. Zur Uberpriifung der Annahme (16) in jedem weiteren
Iterationsschritt m'> m+4 wird deshalb die Summe {iber alle Zuwdchse der

L
plastischen Vergleichsdehnung a evp gebildet:

/
~pl (m) n pl (k)
‘rv ;E: 4 el/ (17)
ol (k) k=mw1
Die GrdBen 4 €V sind vorzeichenbehaftete GrdBen, da sie aus einer

Schdtzvorschrift vom Typ
pl (k) (k)

(k>
s€! Al 6, 6, (18)

A : Materialkonstante

pl(k)

ermittelt werden. Da positive Schédtzwerte A 8, demnach nur bei
Uberschreitung der FlieBgrenze €i4p mdglich sind, war die Annahme (16)
offensichtlich dann nicht gerechtfertigt, wenn
~pl(m')
, < 0 (19)

wird. Bei Erfiillung der Gleichung {19} muB also

L plim'ea)
L, = 0 (20)
L (M)
gesetzt werden und die Rechnung mit einer gednderten Matrix [LJ
im nidchsten Iterationsschritt wiederholt werden. Gleichzeitig muB der vor
dem Iterationsschritt (m + 1) herrschende Zustand wieder hergestellt wer-

den. Da im allgemeinen bereits plastische Vorgdnge auftreten, gilt dann:

e fen)

Zur bisherigen Behandlung ist noch eine erlduternde Bemerkung zu machen. Wie
dargestellt, wird die Plastifizierung durch sukzessive Schdtzungen behan-
delt. Diese Schidtzungen sind rein numerische Vorschriften und stellen des-
halb keinen realen physikalischen Vorgang dar. Insofern ist wdhrend dieser
Iteration (vom Schritt m + 1 bis m') auch filir den verfestigenden Werkstoff

keine zusdtzliche Bedingung der Art



c 13

{G(n)— G(n—})){"lerl} 2 0 (22)

zu fordern (Drucker's Stabilitdtskriterium). Wihrend der Iteration sind

also durchaus auch entfestigende Vorgdnge zuldssig.

In der bisherigen Untersuchung wurde der Fall diskutiert, daf sich die An-
nahme zum Vorliegen einer Plastizitdt im Verlauf der Iteration als falsch
herausstellen k&nnte. Neben dieser Uberpriifung ist jedoch stets auch zu
untersuchen, ob das gegebene Material unter den zur Zeit t vorliegenden
Bedingungen Plastifizierungsmdglichkeit aufweist, oder ob ein ReiBen der
Struktur angenommen werden muB. Diese Uberlegungen k&nnen leicht formuliert

werden. Danach ist reine Plastizitdt nur dann mdglich, wenn

plim) pl, B

v < v (23)
ist. Gilt

, > &, (24)

dann wird einmal angenommen, daB ein RiB senkrecht zur Richtung der betrag-
mdfig maximalen Spannung auftritt, zum anderen, daB Risse senkrecht zu
Richtungen derjenigen Spannungen auftreten, deren Betrige grdfer als die
maximale Bruchspannung ‘;;F sind. Die entsprechenden Koeffizienten k&nnen
also nach folgender Vorschrift festgesetzt werden:

i, " fir G, =mu{lGl}
e fals @, > Gye(K) (2

Da die Plastifizierungsmdglichkeit ausgeschdpft ist, muBf bei Anwendung der

obigen Gleichung (25)

.
t ¢ = 0 (26)
gesetzt werden
L
Analog zurLGBleichung (17) darf die plastische Vergleichsdehnung evr den
Wert 85 ‘ nicht {lberschreiten. Dies wird dadurch erreicht, daf die

3
plastische Dehnung {sp } mit Hilfe des FlieBgesetzes (8) bestimmt wird:
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(m+1) (m) P8 '
{e(‘"} G, & oF ‘™!
Tem') () (m)
or olG
{G} Y { } (27)

Auch die Annahme, daB ein RiB vorliegt, kann sich im Verlauf der Iteration
als falsch herausstellen. Da negative Rifdehnungen «{sf} nicht méglich
sind, muB bei negativen Werten die entsprechende Annahme zum Vorhandensein
eines Risses zurilickgenommen werden. Allerdings muB eine zus&tzliche Ein-

schrédnkung gemacht werden:

f (m+1) f£(m")
L = Us
L, = 0 fa €, < 0
U ‘'
a alls <
(m">m') anet Gfl G'V,F (k) (28)
£ (m)
Gleichzeitig muB filir ¢ < 0
femea
b0
£ (29)
gesetzt werden. Ergibt sich, daB auf diese Weise
ll‘ 1) )
f (m 4)= £ (rm'+ 1) -
"L el (30)
fir alle €

wird, dann muB auch die Md8glichkeit einer Plastifizierung wieder zugelassen
werden, d. h. bei Erfiillung der Gl. (30) gilt:

. Pt (m‘-’M) A
|1 = 1 31)

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf die Annahme, daB ein RiB neu
entsteht bzw. auf die Riicknahme dieser Annahme. Diese Uberlegungen miissen
jedoch modifiziert werden, wenn physikalisch bereits ein Rifi vorliegt. Fir
das SchlieBen und Ausheilen gelten dann auch physikalische Kriterien, die

sich in folgender Weise angeben lassen:

a) ein physikalischer vorliegender Rif kann sich u.U. wegen Oberfldchen-
rauhigkeiten nicht mehr vollstdndig schliefen. Dies kann n&herungs-

welse durch die Forderung

{ef} P4 E:es { Io} (32)

res : residual

formuliert werden. Die GrodBe !;Ies kann selbst geschichtsabhéngig

sein und von weiteren Gr&B8en (z.B. der Temperatur) abhdngen.
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b) Unter Druckspannungen kann infolge von Nachsinterprozessen eine RiBaus-
heilung stattfinden. Lovejoy et al. z.B. }5; geben hierzu ein Modell an,
in dem die Zeit, die Temperatur und die Spannungsabhdngigkeit beriicksich-

tigt werden.

Die Gleichungen (28-31) verlieren also dann ihre Gililtigkeit, wenn physika-
lisch ein RiB vorliegt. Sie miissen durch die Gleichung (32) und ein Modell

zur RiBausheilung ersetzt werden.

Der nach AbschluB des Iterationsprozesses vorliegende Zustand erfiillt alle
physikalischen Forderungen. Die im letzten Iterationsschritt (n) vorliegen-
de Matrix [-L_Jogpiegelt somit auch einen physikalischen Zustand wieder. Da
allerdings die Plastifizierung abgeschlossen ist und eine weitere Plasti-

fizierung fir den ndchsten Zeitschritt at nicht prdjudiziert werden darf,

[P |
L (33)

(n)

nuB

gesetzt werden. Diese nach Gl. (33) neu definierte Matrix [ lJ gibt den
Ausgangszustand der Struktur flir die weitere Berechnung wieder. Sie stellt

somit die Geschichte der gerissenen Struktur dar.

4., Eragebnisse

Das oben beschriebene Modell wurde in das URANUS-System [1] integriert. Al-
le dargestellten Ergebnisse wurden mit diesem Rechenprogramm erzielt, wo-
bei im Rahmen dieses Vorabdrucks Ergebnisse nur exemplarisch wiedergegeben
werden. Im Diagramm 2 wird die Plastizitidt in einem ideal-plastischen Rohr
analysiert. Die L&sung des URANUS-Rechenprogramms stimmt gut mit der ge-
schlossenen L8sung nach Reckling [6] Uberein (v. Mises Fliefkurve). Analoge
Rechnungen wurden fiir verschiedene Verfestigungsgrade - auch unter Beriick-
sichtigung von hohen Wirmespannungen - getestet. Dabei konnte die volle

Funktionsfdhigkeit des Plastifizierungsmodells nachgewiesen werden.

Bei zyklischen Belastungen erwartet man, daB sich wihrend der Anfahrphase
im noch intakten Pellet Risse von auBen bilden, widhrend beim Abkiihlen Risse
von innen her entstehen. Dies wurde durch zahlreiche Rechnungen bestdtigt,
von denen eine im Diagramm 3 dargeste?lt ist. Die gleiche Aussage kann auch
aus dem Experiment von Wrona et al. [7] hergeleitet werden, in dem akusti-
sche Emissionen von Pellets in An- und Abfahrvorgdngen aufgenommen werden.
Durch Analyse der im URANUS-Rechenprogramm berechneten Rifstruktur kann
ebenfalls eine fiktive akustische Emission angegeben werden. Der qualita-

tive Vergleich im Diagramm 4 zeigt eine befriedigende HYbereinstimmung.

In zahlreichen Rechnungen konnte die volle Funktionsfihigkeit des oben be-
schriebenen bruchmechanischen Modells nachgewiesen werden. Es arbeitet
schnell und zuverl&ssig, wobei unter Zugrundelegung einer realistischen

Leistungsgeschichte im Mittel etwa 3 Iterationsschritte pro Zeitschritt at
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benbtigt wurden.

5. Acknowledagement

Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen einer Zusammenarbeit mit dem Pro-
jekt Schneller Briiter des Kernforschungszentrums Karlsruhe (PSB, GfK). Vom
PSB ist besonders Herrn Dr. Karsten zu danken. Herrn Prof. Dr. Humbach (IRT)

danke ich besonders fiir wertvolle Anregungen.

Literatur
[1] K. LaBmann, URANUS, a computer code for the thermal and mechanical ana-
lysis of fuel rod behavior, SMIRT 4, D 1/a (1977)

[2] H. Fabian, K. Lafmann, Untersuchungen zur gerissenen Brennstofftablette

mit Hilfe der Finitelement Methode, in Vorbereitung

[3] Y. R. Rashid, Mathematical modeling and analysis of fuel rods, Nuc.Eng.
and Design, 29 (1974}, p. 22-32

[4] 0. C. Zienkiewicz, The finit element method in engineering science,
McGraw-Hill (1971), London

[5] Ww. s. Lovejoy et al., A crack healing correlation predicting recovery of
fracture strength in LMFBR fuel, ANS 23 (1976)

[6) K. A. Reckling, Plastizititstheorie und ihre Anwendung auf Festigkeilts-
probleme, Springer {(1967)

[7] B. J. Wrona et al., Thermal-shock cracking in U0, during power tran-
sients, ANS, 22 (1975)

0 [MPa]
2000
1000
0
Imm]
-1000
linear power : 500 Wicm
Ja 500°C
J 1760C
-2000

Filg 1: Thermo-elastic stress distribution in the fuel pellet
(LMFBR conditions)
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Flg. 4: Fictitious acoustic emission of a cracked pellet (comparison
between the experiment of Wrona [7] and URANUS [1])



