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Summary

The aim of this paper is to provide research engineers with a method of approach, quali-
tative feature and order of magnitude of the relevant parameters jn the field of dynamic
buckling of structures exhibiting constitutive irreversibility and geometrical, constitutive
or loading imperfections.

It is difficult to adjust some of the classical analysis of the quasi-static elastic
case [1] . There remain also some difficulties in Justifying the choice of constitutive sche-
mes and in dealing with general kinematic formulation [2] . Moreover, the interpretation of
dynamical experimental data is not an easy matter {3] [4] . Consequently, the attempts des-
cribed here use a simple symbolic mode] including all essential physical aspects. This
symbolic model, of discrete character, is an n-hinged strut with masses located at each n+ 1
joint. The constitutive properties of the strut and hinge are defined using the same method :
a dash-pot is in parallel with a two fold element {spring and friction-slider in series). The
intrinsic restrictions are : the two dimensionality assumption, however no additional hypo-
thesis are made concerning the kinematic of the constitutive elements ; the use of simple
sources of intrinsic dissipation. The relevant question of the longitudinal-transverse
coupling effects is studied. Then, after various validation, we verify that a Lagrange
resofution of this n + 1 body problem gives physical relevant quaiitative results concerning
rods and cylindrical shells subjected to impact loading.
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Introduction

Dans cette étude, une des conjectures sous-jacente est Ta suivante : la phase dynamique
de durée finie non nulle {snap) d'une &volution réelle de flambage est un processus irréver-
sible unique qui, d'une part, réalise le passage entre deux ensembles d‘évolutions station-
naires en un sens thermodynamique {comportement "&lastique" avant et apres le snap, par
exemple) et qui d'autre part, refléte d 1'échelle de la structure les interactions d'actions
inertielles (taux d'énergie cinétique regue) et thermomécaniques {taux de chaleur recue) qui
existent réellement & toutes échelles.

On cherche donc & explorer les possibilités de schématisation du processus de flambage
réel 3 partir de la loi de la dynamique et d'une loi d’hystérésis, lois mises en jeu 3
1'achelle fine que représente une barre -ou une rotule du systéme & n - 1 barres rotulées.
Aucune statistique, variable cache ou quantification essentielle n'est introduite. L'esprit
de 1'étude suit donc 1a ligne partiellement explicitée en [6] [7] et [8].

Les résultats sont les suivants : d'une part la conjecture indiquée s'avére vraisemblable ;
d*autre part Ta propagation de taux thermodynamiques significatifs est mise en évidence ;
enfin 11 est possible de dégager une classification quantitative de la sensibilité au flamba-
ge de structures affectées des divers défauts que présentent les structures réelles,

1. Méthode de résolution numérique

1:1 I1 est commode de considérer d'abord e systéme rudimentaire représenté sur la figure
1. Les barres, de longueur initiale to, actuelle 1, d'allongement & (=1 - 1o}, sont dotées
d'éléments constitutifs {notés L) associant, en parallé&le, des propriétés &lastiques {(raideyr
ke) visqueuse {coefficient ¢) et &lastoplastique {raideur k et seuil en déplacement 1c}. Les
rotules sont dotées de masse (m) et du méme genre d'@léments constitutifs (notés A) ol les
moments Ab et les angles jouent le rfle des forces et des longueurs dans les &léments L :
les notations géométiriques sont %L . HD s a{ et Tes paramétres physiques sont Ke,
C, K, %QL . Si xi et yi sont les coordonnées cart&siennes de la masse de rang i, en notant

,&=xmﬂq‘et>&ﬂwwja,ma:

L (1)
X XLH + Y,, >/£,+.¢

Les énergies cinétique et interne sont, en 1'absence de frottement :

‘QL=(X:-1“>€£)% ; tflLP: Xy Yoaa = Xipa Xi

L

E.L:_.‘_'_(h,.+lz.)a,. ; E (K +K%)o{.2

L (7

E?:._:?’.’,‘m (o -113)

La pu1ssance dissipée en chaleur par viscosité est (Q _-SL-c a» pour T1'é1&ment Li et

2
A
(Q - (;a{ pour Ta rotule Ai. Toujours en 1'ahsence de gi1ssement des frotteurs, la

prem1ere {selon x) des 2 &quations du mouvement du point P1 de masse mj est :

;{(a—a;.iEc)—r (2E)=

{2)
n-4 | A h-4 ¢ hn-Z =
LA (EELEE)- L (EQ+2Q0)E
“ ‘;)x A
d
oil qu est la composante selon x de la force extérieure exercée au point Mj, et ol Ta
dérivation est effectude, classiquement, en considérant xj et aa comme des variables indépen-
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dantes. En tenant compte de : é-a = (ocL o'c.;, Y. ﬂ:, )/~/ Q;, » On obtient d'abord :
da. _ Ja: o Xe . das . Da L

—— T - - J —_— T = > —_—
a:x,'., ax—LH Pz;, SHV Dﬂu.l PJL

et des relations analogues concernant les &léments A (de facon 3 déterminer agéu/ ax;,}

ao{;_/;)xw,...), puis un systéme d'équations dont la forme peut-étre indiquée briévement
dans le cas unidimensionnel :

m; D% - k.vkei)a. +c.a, Ja,
Lati ] (( b ) - b) dxi (3)

- (( “ia +I?'“H) Lima 4 Coag a"'r_+-‘) %iﬁu + P

Reste 3@ prendre en compte le frottement. On extrait de 1'intensits albégrique des forces

{et moments) les contributions dues aux ressorts en série avec les patins : si, par exemple,
[a_gl> Q,,;, » 1'intensité de la force longitudinale est k; Ec‘; et son signe est celui de
é-t, . 81 Ta vitesse de déplacement s'inverse {décharge du ressort) on évalue la contribu-
tion du ressort & 1'aide de Ta nouvelle position pour laquelle i1 est 4 vide.
Les 2n équations du second ordre peuvent tre mises sous 1a forme de 4n équations

E’::P(Zé,t) 5i=14n ;3 j=1,4n
dt

L'intégration est réalisée par une méthode du type Runge-Kutta d'ordre 4 (mise en ceuvre dans
RKGS du logiciel SSP d'IBM). Cette méthode, & pas non Tié, est compatible avec Te fait que
les affixes de plastification et de daplastification sont des fonctionnelles du chargement :
on ne sait ni ol ni quand ils interviennent. La mé&thode présente cependant 1'inconvénient
d'accumuler Tes erreurs de troncature, bornées typiguement & 10"6 par pas de temps lors de
calcul en simple précision avec un bruit numérique de 1'ordre de 10'8.

1.2 La présentation sommaire de 1a méthode de formulation et de ta méthode de résolution
numérique vient d'étre faite & 1'ajde d'un systéme symbolique simple mais dénué de caracts-
ristiques intéressantes en matidre de couplage des effets Tongitudinaux et de flexion : le
fait que les choix des &léments L et A sojent Jusqu'd présent indépendants restreint le sens
physique de la schématisation. I1 est en effet clair que Tes systémes physiquement siagnifica-
tifs doivent tenir compte de 1'influence de la plasticité longitudinale sur fa rélation entre
moment de fiexion et courbure.

Pour mieux traduire cette interaction on remplace les &léments A par des &léments de
"flexion" {notés R) : ta variable géométrique essentielle n'est plus 1'angle kP mais la
courbure G » prise &gale & celle du cercle passant par Ja rotule considérée et les deux
rotules adjacentes. Les notations géométriques sont %o , X et7% = %"%.,. Les para-
métres physiques sont notés UB , €, et %C auxquels s'ajoute une longueur de réfé-
rence o . La courbure est : 5 7

Xim (X )| (6 008 X8 X (580 ) o 0 ) oL
En 1%absence de dissipation par frottement, 1'énergie interne des &léments R s'exprime par :
R 2 . e

. E‘.L :‘_3:_ (jl_ -+ j&.b)t?{;, 7@4 , et ]aApu1ssaE1€:Ae dissipée en chaleur
ar: Q; ;_. Eio{b 765 . Dans 1'squation (2) Tes termes Ey et @, sont remplacés par
Ef” et Qf . Une fois effectué le calcul des termes D?,%/Docfj et D?@/Qﬂjpour ig iLive,
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on se trouve ramené i un probléme d'évolution analogue & gelui du 1.1. I1 reste donc &
préciser Te couplage L - R.

1.3.Avant de ce faire, on indique comment 1‘on détermine les paramétres constitutifs,
du genre L et R, associés & un corps €lancé de section N , de masse volumique F) , de
module d'Young E et de contrainte limite O (ces trois dern1ers paramétres seront pris,
par la suite, &gaux respectivement & 7 850k /m s 2. 1011 pa et 3.10 8 pa correspondant & un
acier doux). On procéde d'abord, le long de la fibre moyenne initiale, & la répartition des

gm X, et mL—(éb;M.l-an).Z Ensuite, pour

les &léments L, on traduit te comportement d'un &lément en &crivant que, comme :
F:ﬂm}:fﬂ&vwwahm: h%+M_E£L/&U, hep &tant défini par Nak,
Puis, comme TO0g = Eﬁb , alors BWB ry £ . Le coefficient de viscosité C; est déter-
miné par la donnée d'une vitesse de référence i,g pour Taquelle on fixe g= JU7/3f » rapport

points M supportant les masses : d'oll

de la puissance visqueuse & la puissance plastique. Enfin, aprés avoir vérifig 1'aliure
élastoplastique du graphe (DC) , on procéde comme ci-dessus. Par exemple si le corps est
une tige cylindrique de rayon R on trouve :

Jieda = EreY, 5 Ju/Ji=N ; X =460 /3T ER
ﬁi:(eob"'eoi&.q)/-z s gu—qﬁﬂor\rR"x /‘2‘ vef

ce qui détermine les paramétres des &léments R.

1.4 En 'absence de couplage (situation unidimensionnelle} 1'évaluation de la validité
des solutions numériques obtenus a &té basée sur : la conservation de 1'énergie, la vitesse
de propagation d'ondes &lastiques, 1'étude de la propagation d’ondes viscoélastiques (que 1'on
compare avec 1eés résultats de [4] } et la variation du découpage initial. Si les trois pre-
5, 1072 et 1073
d'erreur relative), 1a variation du découpage, en milieu &lastoplastique, bien que ne donnant
pas Tieu & des modifications qualitatives, induit cependant des modifications géométriques

miers points donnent entiére satisfaction pour un milieu & 20 barres {resp 10

discernables sur Tes graphiques.

1.5 On passe & 1'étude du couplage. Une é&tude préliminaire est effectuée d 1'aide d'un
modéle de poutre stratifiée, de courbure constante X et dont les fibres sont dotées de
propriétés élastoplastiques (k raideur par unité de surface et £ seuil de plasticité en
déplacement). On note a 1'allongement de la fibre moyenne, F et les &léments de réduc-
tion du torseur des efforts (constant) sur cette fibre. On constate que Te graphe F(a) reste
e]astop]ast1que méme si le seuil tend 3 diminuer pour de fortes valeurs de SQS , alors que
le graphe (}S) montre 1 effondrement de pour des valeurs de a assez faibles. Ainsi
les bifurcations 1atera1es risquent d'étre profondément affectées par la prise en compte du
couplage, tout particuliérement dans le cas des tiges soumises & des chocs. Dans ce dernier
cas, on &tudie le modéle stratifié soumis & une vitesse de courbure constante et @ une vitesse
d'allongement dent la forme, suggérée par les résultats Tongitudinaux, est a = A tzexp(—Bt)

ol les constantes A et B sont choisies de fagon 3 ce que le maximum V) de a advienne pour
un temps fixé tf. En imposant tf = 2 secondes et en faisant varier V|, on obtient les résul-
tats de l1a figure 2, qui suggérent la schématisation suivante : on impose le critére de mise
& zE&ro du mopent :
1| /% 52 >c

avec retour au mode "normal” si le rapport est inférieur & c, critére mis en jeu si et seule-
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ment si | éJ est supérieur @ une vitesse d'allongement tyoique des oscillations reversibles :
|54 é'wmn . On est conduit & adopter ¢ = 6.10% et é,an =2 m/s. Ce choix, dicté par
1'examen de la figure 2 et une certaine expérience du modéle, se valide de la fagon suivante:
Tes résultats a(t), é(t),?é (t), Da (t) aux "bornes" des &léments constitutifs, obtenus par
la simulation du mod&le 3 n corps, sont imposés dans le modéle de poutre stratifiée, de sorte
que 1'ecn engendre des moments et des forces @ comparer, dans des conditions variées, aux
moments et aux forces effectivement mis en jeu dans le mod&le & n corps.

Si 1'on compare maintenant deux simulations de tiges soumises @ des chocs, avec ou sans
couplage, on note que, malgré le découplage temporel des plastifications de L et de R (les
plissements plastiques sont toujours postérieurs aux plastifications longitudinales) et mal-
gré la briéveté temporelle de 1'interaction L - R, la forme et 1'importance des plissements
sont profondéments affectés : les phases de plastifications longitudinales rapides pilotent
le comportement transversal, ce qui justifie 1'importance de 1'8tude de 1a propagation
longitudinale de grandeur telle que é§

2. Problémes d'ondes unidimensionnelles

L'étude est faite en imposant Yi nul. Les résultats saillants sont les suivants. D'une
part i1 est possible de montrer 1'existence d'une propagation (amortie, avec distorsion et
peu de dispersion) du taux é de chaleur dégagée par frottement et d'en estimer la vitesse de
propagation : ce résultat exige des simultations de systémes de diverses longueurs soumis & des
conditions aux limites variées. D'autre part 1'évaluation de la vitesse de propagation d'un
taux tel que Q est assez précise pour qu'il soit possible de réaliser non seulement une mise
en Byidence de 1'influence de la viscosité, mais aussi une comparaison avec les estimations
classiques. En ce qui concerne le premier point, la vitesse passe de 305 & 375 m/s lorsque
1'on met en jeu une puissance visqueuse passant de 0 & 25 % de la puissance plastigue pour une
vitesse de déformation de 1'ordre de 10 3 5“1. En ce qui concerrie le cas nea visqueyx, i1
suffit de choisir les valeurs de ke de 1'ordre de k/500 par exemple pour constater que Ta
vitesse de propagation précitées (305 m/s) différe notablement de celle obtenue classiquement
en employant le module tangenE (225 m/s}. Enfin, les conditions de projection influent sur la
profondeur de propagation de Q et sur Je temps de rebond : on constate (cf. fig. 3 relative
a des corps de 0.5 m de longueur} que Tes modalités du rebond, qui revétent & 1‘@vidence trois
aspects différents, sorit correlées & la nature des trajets de chargement réalisés dans les
éléments constitutifs. Dans ume premidre zone {notée AB sur la figure 3) les processus sont
elastiques et le rebond advient bien entendu aprés un aller et retour. Dans la zone BC, les
trajets plastiques sont monotones. A 1a zone CD se trouvent associés des trajets plastiques
de "décharges”. Pour finir, il est important de noter que 1'ensemble de ces processus est
d'une part trés peu perturbé par d'&ventuelles réflexions successives d'ondes &lastiques (cas
des barres assez courtes) et d'autre part difficilement interprétable & 1'aide des diaarammes
classiques de propagations (location diagrams de [3] ).

3. Problémes de flambages en présence de défauts

Pour des raisons expérimentales, on s'intéresse spécialement aux formes finales du plisse-
ment. On montre ainsi : 1'influence de 1'orientation de la premiére barre du modéle, T'impor-
tance des défauts de courbureles effets intéressants de la superposition de défauts constitu-
tifs et de courbure. On opére sur des systémes généralement discrétisés en 10 barres, d'une
tongueur totale initiale de 0,5 m, projetés & des vitesses allant de BO & 1BO m/s. Compte
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tenu des résultats expérimentaux dispenibles dans [4] » le diamétre de tige équivalente est
Pixe 2 5.107° m. :

3.1 Les défauts de chargement sont simulés par la spécification d'une vitesse tangentielle
allant de 0.1 m/s & 0.5 m/s. On note essentiellement que le plissement est fortement influen-
cé par la vitesse d'impact (comparer par exemple les deux formes finales de la figure 4).
Tout en restant confiné en téte, le plissement gagne progressivement la tige & mesure que Ta
vitesse d'impact augmente.

3.2. Les défauts de géométrie initiale sont simulés par 1'une des formes sinus, demi sinus,
cosinus ou demi cosinus (défauts globaux) ou par 1'excentrement d'une seule rotule (défauts
Tocaux). On observe : 1'influence de 1’orientation de la premiére barre {cf. fig. 5 permettant
de comparer les formes demi sin et demi cos) ; 1'influence de la courbure {cf. fig. 6 donnant
Ta comparaison demi sin et sin qui permet de voir que 1e plissement change peu & méme courbure
en téte et geométrie différentes) ; une transition rapide, en fonction de 1'amplitude de
défauts, entre un régime de rebond avec faible plissement et un régime "d'&crasement” avec
fort plissement et faible vitesse de rebond (cf. fig. 7 a, b, c)y. En ce qui concerne les
défauts localisés, tous &tudiés avec une vitesse d'impact de 160 m/s, on note un plissement
important localisé au défaut, alors méme que 1'amplitude de défaut ne dépasse pas 2.5 10"6 m.

3.3. Les défauts constitutifs sont simulés par une diminution du seuil de plasticité, dimi-
nution qui est, soit répartie lindairement sur la tige, soit localisée sur et autour d'une
ratute. Chacun de ces d&fauts constitutifs est superposé a un défaut d'incidence ou i un dé-
faut de géométrie initiale qui, & Iui seul, ne donnait pas Tieu i des d&formations de flexion
plastique “importantes"” dans tes conditions d'impact de Ta présente dtude (120 m/s) : le
qualificatif "important" signifie que les daformations de flexion restaient masquées par les
vibrations &lastiques finales. Les résultats sont trés différents selon que le défaut consti-
tutifs est superposé d un défaut d'incidence ou & un défaut géométrique. Dans e premier cas
les conclusions données en 3.1 subsistent en présence de d&fauts constitutifs considérables
allant Jusqu'd 40 % de diminution du seuil de plasticité, L'étude du second cas dégage Te
résultat remarquable : dés 1a mise en jeu de petites amplitudes de défauts constitutifs et
quelqu'en soit la localisation dans la premi&re moitié de la tige, les formes finales sont
quasi identiques (cf. fig, 8).

4. Exemples d'applications variaes

On note AT 1'interval de temps séparant, sur la figure 9, le tracé de 2 configurations
successives. Tous les chargements uniformes atteignent linZairement leur maximum en 10:2 et
décroissent immédiatement et lin&airement jusqu'ad zéro en 3.10'4 5.

Les Z premiers exemples concernent une poutre encastrée chargée uniformément (fig. 9a) ou
Tocalement en extrémité libre (fig. 9b). Le AT vaut 10-3 5. On donne ensuite 4 résyltats
relatifs au flambage sous charge uniforme d'un arc encastré : discrétisation 10 barres
(fig. 9c) avec défaut (fig. 9d) avec discrétisation 20 barres {fig. 9e) et sous charge plus
intense d'un facteur 1.5 (fig. 9F). Le AT vaut 9.10""s. Les deux derniéres applications
concernent un chargement uniforme de postique encastré en pieds (fig. %g) et un impact

symétrique Tocal sur un anneau (fig. 9b). Les AT valent 2 107% et 5 10-'4'5.

Comme ceux du paragraphe 3, les résultats sont obtenus en utiiisant un minicalculateur

(NORSK 10}.
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