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(Une méthode nouvelle pour le calcul des structures de poutres en élasto-plasticité)
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Résumé

Nous proposons ici une application du modéle &lasto-plastique de HENCKY 3 un &lément de
poutre en flexion composée avec effort normal.

Cette démarche fait appel 3 la définition d'un convexe plastiquement admissible que nous
obtenons par une généralisation de travaux précédents.

Dans le but de localiser les effets de la forme des sections, nous adoptons une présen-
tation en variables adimensionnelles des champs d'efforts et de déplacements et donc de la loi
de comportement qui définit le produit scalaire de 1'espace des contraintes.

Test&e sur le cas de la flexion plane pure la méthode proposée fournit les mémes résultats

que celle des rotules plastiques, mais elle permet une généralisation ades cas plus complexes

et conduit & une mise en oeuvre plus agréable.



Introduction

L'étude du comportement des structures de poutres en &lasto-plasticité se fait généralement
dans le cadre des charpentes planes et par 1'emploi de la méthode des rotules plastiques qui
a été améliorée par LESCOUARC'H [1] pour tenir compte des effets de superposition de 1'effort
normal au moment fl&chissant, puis par JOUVE [2] qui a intégré les effets d'effort tranchant.
Cette approche conduit 3 mettre en oeuvre une méthode de charges incrémentales avec modifica-
tion de la matrice de raideur.

Dans le domaine de 1'étude des milieux continus, 1'usage des matériaux standards conduit
3 la loi de normalité. Celle=-ci, pour donner lieu en pratique & des &tats de contraintesplasti-
quement admissibles, débouche sur le modéle de HENCKY et fait appel au concept de projection
sur un convexe [3].

La loi de normalité n'a pas &té oublide dans 1'étude des poutres [1] [2], mais n'a pas été
mende jusqu'd 1'usage du concept de projection comme nous nous proposons de le faire ici.

Du point de vue de la mise en oeuvre, précisons que nous nous plagons ici dans la perspec-
tive de 1'emploi d'une méthode d'éléments finis aux inconnues de déplacements ; c'est pourquoi
nous limiterons 1'exposé de la loi de comportement 3 1'expression desefforts internesen fonc-

tion du champ de déplacements ("inversion'" de la loi de comportement).

1. Le modéle de HENCKY

Dans un corps en équilibre, nous désignons par Q le vecteur des efforts internes ou
contraintes généralisées et par q levecteur des déplacements généralisés. Les Qj et qj, compo-

santes de Q et q sont associées de telle sorte que le produit scalaire
Q.q = fQq

représente le travail du champ d'efforts Q dans le champ de déplacements q.

Nous notons A la loi de comportement qui relie Q et q dans le domaine &lastique linéaire :
q =M
C est le domaine plastiquement admissible défini par :
PECe £(P) <0
ol f est la fonction seuil.
A partir d'un état (Qo,'qo) donné, tel que
Qo € 3C,

on suppose imposé un accroissement dq (qui se décompose en une partie &lastique dq® et une
partie plastique non nulle dq? 3 déterminer).

En adoptant le principe de HILL, nous &crivons :

dqB(Qu-P) > 0V P EC

En appelant dq 1'image par A-! de dq dans 1'espace des contraintes (da = A-1dq) cette iné-
galité permet (pour un matériau parfaitement plastique) de caractériser dQ comme la projection

de da sur le plan tangent & C en Qy au sens du produit scalaire
Qo P =MQ.P

(La réponse du matériau &crouissable apparait comme une pondération entre dQ et dQ tel que
nous venons de le définir dont les coefficients dépendent du module d'écrouissage instantané,

aussi nous ne traiterons ici que le cas parfaitement plastique).
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L'extrapolation d'une telle loi au cas des accroissements finis qu'on est ndcessairement
amené 2 manipuler en pratique conduit 3 un nouvel &tat d'efforts Q] = Qu+AQ non-
plastiquement admissible (Figure 1).

Cette difficulté peut &tre levée en adoptant le modéle de HENCKY qui s'écrit :

4q8(Q1-P) > 0V PEC

et conduit 3 projeter la solution 61 = Q0+A‘]Aq du probléme élastique sur le convexe C lui-

"o,

méme (et non plus sur le plan tangent) au sens du produit scalaire "o

Qp = me Q

2. Application aux poutres

Dans la mesure oll le principe de HILL est adopté au niveau du matériau, les travaux de
JOUVE [2] justifient de 1'étendre d'abord 4 1'ensemble des éléments de ré&duction d"une section
qui participent a2 la contrainte normale longitudinale (moments fl&chissants et effortnormal),
puis au champ de ces &léments de ré&duction sur un segment de poutre, d&fini par ses valeurs
aux extrémités.

Cette généralisation ne va pas sans un certain nombre d'hypoth&ses pour le détail desquelles

nous renvoyons & [2] et qui se résument principalement ainsi :
- 1'élément ne doit pas &tre chargé en travée,
- il doit conserver une section constante,

- les contraintes de cisaillement doivent rester faibles ; ceci explique pourquoi nous ne

parlerons pas dans 1'exposé des effets de torsion.

Les remarques faites au | nous permettent de n'aborder ici que le cas dumatériau parfai-

tement plastique.

2.1 Domaine des efforts internes admissibles pour une section

Comme cela a déja &té fait par LESCOUARC'H dans 1'é&tude des problémes plans,
nous définissons ce domaine en &crivant oyy = +'0e en tout point de la section, les zones de
traction et de compression étant sépar@es par une droite. L'état de sollicitation que nous

considérons pour &valuer oyy comprend :
- les moments fléchissants My et Mg,
- 1l'effort normal N.

Nous désignons par Myo le moment fléchissant limite atteint lorsque My = 0 et N =0 3
de méme pour Mz, et N,. Nous représentons le domaine admissible K dans R3 3 1'aide des

variables réduites :

My oM N
Ty Myo * % Mpo ’ No

L'allure de K dépend &videmment du type de section considéré&. Nous renvoyons & [2] pour la
description de la trace de K dans un plan (n, my), (sont traités les cas des sectiouns circu-
laires, rectangulaires et profilés usuels). Dans le plan (my, mz), nous obtenons un cercle
pour les sections circulaires et la courbe représentée sur la Figure 2 pour les sections
rectangulaires pleines. Dans le cas des profilds, la courbe ne peut &tre obtenue que numéri-

quement ; elle ne s'éloigne jamais trop du cercle.
P
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De fagon 2 pouvoir poursuivre avec un minimum de simplicité, nous avons donc adopté dans

le plan (my, mz) une trace circulaire de K.

2.2 Domaine C des efforts internes admissibles pour un Elément

Nous représentons dans RS 1'état d'efforts internes en variables ré&duites

(les indices 1 et 2 différencient les extrémités de 1'&lément)
Y = (myy, may, mi,, m2z, M
Les hypoth&ses de non-chargement en travée et de section constante permettent d'écrire
C=2CyNCy
avec
Cy = {Q|{mgy myzn} € K}

2.3 Expression de la loi de comportement

Aux variables intensives Q; dé&finies ci-dessus, nous associons les variables duales
gi telles que 1'énergie de déformation dans 1'élément puisse s'écrire
W =ktQq

(Le facteur k n'est pas génant car le moddle de comportement nous demande de résoudre un
probléme d'optimisation sur W ; il permet de conserver pour les Qj et qj des grandeurs adimen-

sionnelles).

I1 vient :

q) = wly l:;io}z-,’ q2 = NZyT?:T};‘
a3 = w1z,§4°°f°, 9 = w2, ,31";0
qs =i~ietk=Nolo

La loi de comportement reliant q et Q :
q = AQ

s'8crit alors :

Les coefficients py sont caractéristiques de la forme de section ; pqg (homogéne & un
moment statique de section) est tel que Myo = pgle, A est 1l'aire et I 1'inertie. p, caracté-
rise le taux d'optimisation &lastique de la section ; il est toujours inférieur & 1. Pour une
section rectangulaire, on a : Py = pz = 2, pour une section en I, on a p=0,9 selon la forte

inertie et p =~ % selon la faible inertie.

2.4 Projection
Nous avons défini dans RS notre convexe C des efforts admissibles et 1'op&rateur A du
produit scalaire selon lequel doit s'effectuer la projection invoquée au 1.
La mise en oeuvre de cette projection s'av@re en pratique plus ou moins compliquée suivant
1'allure de C.
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Cependant, quelle que soit lacomplexité apportée par la forme de la section, C se présente
comme une intersection de convexes C] et Cp. Dans la mesure oli nous savons projeter sépa-—
rément sur C] et C2 et déterminer leurs hyperplans tangents aux points de projection,

il existe des algorithmes permettant de projeter sur C [4], que nous ne détaillerons pas ici.

La complexité du probléme de projection est alors "mesurée" par celle du convexe K de la

section. Nous savons le résoudre assez facilement dans les conditions suivantes
- K est de révolution autour de 1'axe des n et,

- soit la trace dans un plan (n, m) est un arc de parabole (cas des sections rectan—

gulaires),

soit cette trace est un arc d'ellipse (ceci ne correspond pas 3 un cas réel mais peut

servir d'approximation).

3. Illustration sur un cas simple

Pour illustrer notre méthode, nous considérons le cas élémentaire de la flexion plane pure
(effort normal nul ou négligé).

Nous avons alors simplement

M M2

=— 09 = —

A =3 2=y
M

A= EQ.E,[Z -1

E6|-1 2

{alor s 1 et Q2 < 1}

(9]
"

Il est alors facile de visualiser dans le plan la projection de 6, extérieur 3 C, sur C
(Figure 3) au sens de A.

Nous obtenons ainsi 1'é@tat d'efforts internes Qassociés & un champ de déplacements généra-

lisés q en écrivant comme nous 1'avons annoncé en 1 :
LN |
Q =7cQ = wcA'q
On peut montrer pour tout q que l'&tat d'efforts internes ainsi obtenu est le méme que
celui auquel conduirait la méthode des rotules plastiques. Ceci est attesté par 1'exemple

que nous donnons d'un portique plan calculé par notre méthode et celle des rotules plastiques

(Figure 4 et Tableau 1).

La différence relative entre résultats théoriques et numériques est caractéristique de
1l'erreur relative admise sur 1'écart & 1'é&quation d'équilibre qui intervient dans 1'algo-
rithme de NEWTON-RAPHSON modifié [5] que nous avons utilisé pour résoudre le problZme non-

linéaire assemblé.

Conclusion

Pour les raisons que nous avons mentionnées, nous n'avons pas considéré la torsion dans
notre étude. Précisons ici qu'il est assez facile d'obtenir une approximation conservatrive
d'un convexe intégrant les effets de la torsion par application du théor&me statique & partir
de champs de contraintes simples. On peut alors postuler le principe de HILL en y comprenant

le moment de torsion.
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Comme nous l'avons montré&, le concept de projection, dans la restriction au cas de la
flexion pure, est conforme 3 la méthode bien connue des rotules plastiques et il fournit une
base théorique de généralisation au cas des sollicitations complexes intervenant dans les
structures tridimensionnelles.

Un autre avantage tr&s important de cette méthode est de déboucher sur un formalisme
habituel des problémes non-linéaires qui permet la résolution sans modification de la matrice
de raideur, ce qui assure, tout particulidrement pour ce genre de probl&me une mise en oeuvre
et des conditions d'exploitation agréables. En particulier, nous obtenons, & partir d'un état
initial, 1'&tat d'une structure sous charge quelconque sans &tre obligé de faire appel aux

charges incrémentales, quel que soit le nombre de rotules plastiques apparues ou disparues.

Références

[1] LESCOUARC'HY.,"Calcul en plasticité des structures 3 barres avec prise encompte de

1'interaction moment de flexion - effort normal". Th&se de Docteur-Ingénieur, Paris VI, 1974,

[2] JOUVE P., "Contribution & 1'étude du comportement non-linéaire des structures 3 barres".
Thése de doctorat d'état, RENNES 1976.

[3] MERCIER B., "Sur la théorie et 1l'analyse numérique de problémes de plasticité".
Thése de doctorat d'Etat, PARIS VI 1977.

[4] HAUGAZEAU Y., "Sur les inéquations variationnelles et la minimisation des fonctionnelles

convexes'. Thé&se de doctorat d'Etat, PARIS, 1968.

[5] ZIENKIEWICZ 0.C., "The finite element method in engineering science". Mac GrawHILL, 1971.

Direction A1 n(Qq)
Direction A n(oo)

N

Qo Q

?C
]

Figure 1 : Principe de HILL et mod&le de HENCKY.
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