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Resume

Nous proposons ici une application du modele lasto-plas tique de HENCKY a un Element de 

poutre en flexion composee avec effort normal.

Cette demarche fait appel a la definition d’un convexe plastiquement admissible que nous 

obtenons par une generalisation de travaux precedents.

Dans le but de localiser les effets de la forme des sections, nous adoptons une prsen- 

tation en variables adimensionnelles des champs d’efforts et de deplacements et done de la loi 

de comportement qui definit le produit scalaire de l’espace des cohtraintes.

Testee sur le cas de la flexion plane pure la methode proposee fournit les memes resultats 

que celle des rotules plastiques, mais elle permet une generalisationMdes cas plus complexes 

et conduit a une mise en oeuvre plus agrable.



Introduction

L‘ etude du comportement des structures de poutres en elasto-plasticite se fait generalement 

dans le cadre des charpentes planes et par 1’emploi de la methode des rotules plastiques qui 

a ete amliore par LESCOUARC’H [1] pour tenir compte des effets de superposition de l’effort 

normal au moment flechissant, puis par JOUVE [2] qui a integre les effets d’effort trenchant. 

Cette approche conduit a mettre en oeuvre une methode de charges incrementales avec modifica­

tion de la matrice de raideur.

Dans le domaine de l'tude des milieux continus, 1’usage des materiaux standards conduit 

a la loi de normalite. Celle-ci, pour donner lieu en pratique a des etats de contraintes plasti- 

quement admissibles, debouche sur le modele de HENCKY et fait appel au concept de projection 

sur un convexe [3].

La loi de normalite n’a pas ete oubliee dans 1’etude des poutres [1] [2], mais n'apast 

menee jusqu’a l’usage du concept de projection comme nous nous proposons de le faire ici.

Du point de vue de la mise en oeuvre, precisons que nous nous plaons ici dans la perspec­

tive de 1’emploi d’une methode d’ elements finis aux inconnues de deplacements ; c’est pourquoi 

nous limiterons 1’expose de la loi de comportement a l’expression des efforts internes en fonc- 

tion du champ de deplacements ("inversion” de la loi de comportement).

1. Le modele de HENCKY

Dans un corps en equilibre, nous designons par Q le vecteur des efforts internes ou 

contraintes genferalisees et par q le vecteur des deplacements generalises. Les Qi et qi, compo- 

santes de Q et q sont associees de telle sorte que le produit scalaire :

Q.q = *Qq

represente le travail du champ d’efforts Q dans le champ de deplacements q.

Nous notons A la loi de comportement qui relie Q et q dans le domaine elastique lineaire :

q = AQ

C est le domaine plastiquement admissible defini par :

P € C • f(P) < 0 

ou f est la fonction seuil.

A partir d’un etat (Qo, qo) donne, tel que :

Qo e 9C,

on suppose impose un accroissement dq (qui se decompose en une partie elastique dqe et une 

partie plastique non nulle dq? a determiner).

En adoptant le principe de HILL, nous ecrivons :

dq?(Qo-P) > 0 V P € C

En appelant dQ l’image par A-1 de dq dans l’espace des contraintes (dQ = A-ldq) cette in- 

galite permet (pour un materiau parfaitement plastique) de caracteriser dQ comme la projection 

de dQ sur le plan tangent a C en Qo au sens du produit scalaire :

Q o P = AQ.P

(La reponse du materiau ecrouissable apparat comme une ponderation entre dQ et dO tel que 

nous venons de le definir dont les coefficients dependent du module d’ecrouissage instantane, 

aussi nous ne traiterons ici que le cas parfaitement plastique).
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L’extrapolation d’une telle loi au cas des accroissements finis qu’on est necessairement 

amene a manipuler en pratique conduit a un nouvel etat d’efforts Q1 = Qo+AQ non- 

plastiquement admissible (Figure 1) .

Cette difficulte peut etre levee en adoptant le modele de HENCKY qui s’ecrit :

△q?(Ql-P) > 0 V P € C

et conduit a projeter la solution Q1 = Qo+A-lAq du probleme elastique sur le convexe C lui- 

meme (et non plus sur le plan tangent) au sens du produit scalaire "o” :

Q1 = Te Ql

2. Application aux poutres

Dans la mesure ou le principe de HILL est adopte au niveau du materiau, les travaux de 

JOUVE [2] justifient de I’etendre d'abord a I’ensemble des elements de reduction d”une section 

qui participent a la contrainte normale longitudinale (moments flechissants et effort normal), 

puis au champ de ces elements de reduction sur un segment de poutre, defini par ses valeurs 

aux extremites.

Cette generalisation ne va pas sans un certain nombre d’hypotheses pour le detail desquelles 

nous renvoyons a [2] et qui se resument principalement ainsi :

- I’element ne doit pas etre charge en travee,

- il doit conserver une section constante,

- les contraintes de cisaillement doivent rester faibles ; ceci explique pourquoi nous ne 

parlerons pas dans l’expose des effets de torsion.

Les remarques faites au l nous permettent de n’aborder ici que le cas du materiau parfai- 

tement plastique.

2 .1 Domaine des efforts internes admissibles pour une section 

Comme cela a deja ete fait par LESCOUARC'H dans I’etude des problemes plans, 

nous definissons ce domaine en ecrivant 0xx = ± de en tout point de la section, les zones de 

traction et de compression etant spares par une droite. L’etat de sollicitation que nous 

considerons pour evaluer oxx comprend :

- les moments flechissants My et Mz,

- I’effort normal N.

Nous designons par Myo le moment flechissant limite atteint lorsque Mz = 0 et N = 0 ; 

de meme pour Mzo et No. Nous representons le domaine admissible K dans R3 a l’aide des 

variables reduites :

My Mz N
" Myo 5 m2 Mzo in No
L’allure de K depend evidemment du type de section considere. Nous renvoyons a [2] pour la 

description de la trace de K dans un plan (n, ma), (sont traites les cas des sections circu- 

laires, rectangulaires et profiles usuels). Dans le plan (my, mz), nous obtenons un cercle 

pour les sections circulaires et la courbe representee sur la Figure 2 pour les sections 

rectangulaires pleines. Dans le cas des profiles, la courbe ne peut etre obtenue que numri- 

quement ; elle ne s’eloigne jamais trop du cercle.
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De faon a pouvoir poursuivre avec un minimum de simplicite, nous avons done adopte dans 

le plan (my, mz) une trace circulaire de K.

2.2 Domaine C des efforts internes admissibles pour un element

Nous representons dans R5 1’etat d’efforts internes en variables reduites 

(les indices 1 et 2 differencient les extremites de l'lment) :

6Q = (mly, m2y» mlz» m2z» n)

Les hypotheses de non-chargement en travee et de section constante permettent d’ecrire :

c = cj n C2

avec :

Ca - {Q I {may maz n} € K}

2.3 Expression de la loi de comportement

Aux variables intensives definies ci-dessus, nous associons les variables duales 

qi telles que I’energie de deformation dans l’element puisse s’ecrire :

W = k tq q

(Le facteur k n’est pas genant car le modele de comportement nous demande de resoudre un 

probleme d’optimisation sur W ; il permet de conserver pour les Qi et qi des grandeurs adimen- 

sionnelles).

11 vient :

Moy Moy
91 - 92 ‘ "29No%o
q3 - w250, q4 - 022 Mo7—o*o No*o

AQ _q5 = ~ et k = NoLo*O
La loi de comportement reliant q et Q :

q = AQ

s’ecrit alors :

A-R[oydopa,]
avec :

o. - R e a -4 [2 1]
Les coefficients Po sont caracteristiques de la forme de section ; pa (homogene a un 

moment statique de section) est tel que Mao = PaOe, A est l’aire et I 1’inertie. pa caracte- 

rise le taux d’optimisation elastique de la section ; il est toujours inferieur a l. Pour une 
3section rectangulaire, on a : Py = pz = Z» pour une section en I, on a p~0,9 selon la forte 

inertie et p ~ 2 selon la faible inertie.

2.4 Projection

Nous avons defini dans R5 notre convexe C des efforts admissibles et I’operateur Adu 

produit scalaire selon lequel doit s’effectuer la projection invoquee au l.

La raise en oeuvre de cette projection s’avere en pratique plus ou moins compliquee suivant 

l’allure de C.
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Cependant, quelle que soit la complexite apportee par la forme de la section, C se prsente 

comme une intersection de convexes C1 et C2. Dans la mesure ou nous savons projeter sepa- 

rement sur C1 et C2 et determiner leurs hyperplans tangents aux points de projection, 

il existe des algorithmes permettant de projeter sur C [4], que nous ne detaillerons pas ici.

La complexite du probleme de projection est alors "mesuree” par celle du convexe K de la 

section. Nous savons le resoudre assez facilement dans les conditions suivantes :

- K est de revolution autour de l’axe des n et,

- soit la trace dans un plan (n, m) est un arc de parabole (cas des sections rectan- 

gulaires),

soit cette trace est un arc d’ellipse (ceci ne correspond pas a un cas reel mais peut 

servir d’approximation).

3. Illustration sur un cas simple

Pour illustrer notre methode, nous considerons le cas elementaire de la flexion plane pure 

(effort normal nul ou neglige).

Nous avons alors simplement :

Mi M2
01 - Mo 02 5%

Mo MoQ 1 = "1Noo 92 5
A de0[2 -1]
1 E 6 -1 2

C = {Q|Q1 < 1 et Q2 < 1}

11 est alors facile de visualiser dans le plan la projection de Q, exterieur a C, sur C 

(Figure 3) au sens de A.

Nous obtenons ainsi I’etat d‘efforts internes Qassocies M un champ de deplacements genera­

lises q en ecrivant comme nous 1’avons annonce en l :

Q = ^c Q = TeAT 1q

On peut montrer pour tout q que I’etat d‘efforts internes ainsi obtenu est le meme que 

celui auquel conduirait la methode des rotules plastiques. Ceci est atteste par I’exemple 

que nous donnons d’un portique plan calcule par notre methode et celle des rotules plastiques 

(Figure 4 et Tableau 1).

La difference relative entre resultats theoriques et numeriques est caracteristique de 

I’erreur relative admise sur l’ecart a l’equation d’equilibre qui intervient dans l’algo- 

rithme de NEWTON-RAPHSON modifie [5] que nous avons utilise pour resoudre le probleme non- 

lineaire assemble.

Conclusion

Pour les raisons que nous avons mentionnees, nous n’avons pas considere la torsion dans 

notre etude. Precisons ici qu’il est assez facile d’obtenir une approximation conservatrive 

d’un convexe integrant les effets de la torsion par application du thorme statique a partir 

de champs de contraintes simples. On peut alors postuler le principe de HILL en y comprenant 

le moment de torsion.
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Comme nous l’avons montre, le concept de projection, dans la restriction au cas de la 

flexion pure, est conforme a la methode bien connue des rotules plastiques et il fournit une 

base theorique de generalisation au cas des sollicitations complexes intervenant dans les 

structures tridimensionnelles.

Un autre avantage tres important de cette methode est de deboucher sur un formalisme 

habituel des problemes non-lineaires qui permet la resolution sans modification de la matrice 

de raideur, ce qui assure, tout particulierement pour ce genre de probleme une mise en oeuvre 

et des conditions d’exploitation agreables. En particulier, nous obtenons, a partir d’un etat 

initial, 1’etat d’une structure sous charge quelconque sans etre oblige de faire appel aux 

charges incrementales, quel que soit le nombre de rotules plastiques apparues ou disparues.
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Direction A”1 n(0,)

Figure 1 : Principe de HILL et modele de HENCKY.
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