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SUMMARY

The analysis of dynamic response of anisotropic and laminated plates requires the
knowledge of eigenvalues and eigenvectors. The use of variational principle is one of the more
desirable methods for numerical solutions. A general functional for this problem is developed.

In the first part, a general formulation of the variational method for a global theory of an-
isotropic plates is derived by using the scheme of Pister and Sandhu. The plate is regarded as
three-dimensional volume and the displacement field u; {x, y, z) is assumed to be linear in z.
This synthesis permlts to find again all existent functionals.

In the second part we expand a theory for multilayered plates. We consider the general
functional of the three-dimensional problem. The continuity of the displacement field
ufx, y, z)is assumed a priori by using a piecewise continuous and linear function of z. The con-
tinuity of the shear stresses at the interfaces of the layers enter naturally.

The set of constitutive equations as derived from the functional in terms of #* X * and M*
(stress resultants, stress couple in each layer).

This theory is similar to the theory of microstructure developed by Sun, Herrmann, Achen-
bach, but a general functional with several fields for solving numerical problems is achieved
directly.
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1. L'ensemble des théories pour 1'étude des plaques composites multicouches a essentiel-
lement deux aspects: théorie globale et thorie dite "continue'.

1.1 Théorie globale: la plaque est considérée comme un matériau globalement aléotrope
On retrouve alors la méme &volution que pour les plaques isotropes. a) Hypoth&se de Love
Kirchoff, ce qui donne une &quation semblable & celle de Sophie Germain: une seule inconnue
la fléche w(x,y). Lekhnitskii |1| , Asthon et Waddoups 2] . b) Introduction du cisaillement
et ge l'inertie de rotation, 3 inconnues: w(x,y) et les rotatioms yx(x,y) et yy(x,y): Wu
et Winson |3| , Leissa |4| . ¢) Introduction des déformations planes u(x,y), v(x,y) dans les
plaques &lastiquement couplgés: Stavsky |5| Whitney-Leissa |6| , Whitney Pagano |7| , Yang
Norris - Stavsky |9| .

Il en ressort que le principe fondamental est de ramener 1'étude & un probléme bidi-
mensionnel. Il nous a semblé intéressant de synthétiser dans un seul schéma ces développe-
ments en présentant 1'étude d'une telle plaque comme 1'approximation d'un probléme tridimen-
sionnel exprimé non pas sous une forme différentielle mais sous une forme énergétique.

1.2 Soit J(v,0) la fonctionnelle générale d'un probléme d'élasticité. Pister—Sandhu |8|

Jlo,v) = JV {vi Oij,j - Oij V(i,j) + 2 Q(oij) + 2 v, fi} dv

- jsl v, (aijnj - Zti) ds + Jsz (Vi - 2vi) Gij nj ds (1)

V volume de frontidre §=5 pySs

tes vy conditions aux limites sur Sl et S2

Les équations du probléme sont obtenues par: grad(J) = o

.., .+ f, =0 2,1
1i,] i (2.1
aQgci.) |

By skt ke TG T2 Vg Yy -2
cijnj = ti sur S1 (2.3)
v, = vy sur S2 (2.4)

1.3 Hypothéses de calcul

Hypothé&se géométrique sur V: V cylindre de base C(xl, xz) (contour) de surface de base

3,de hauteur h faible: o = Xy 2 h.

Hypothése de condition aux limites: sur les faces supérieures,x

S,de géndratrice paralléle 3 x
3 = h, et inférieure

Xy = o,seules les contraintes peuvent &tre imposées.
Hypoth&se cinématique: le champ Vi(xi) est de la forme

v, () = o (xy) +oz g (%) 3)

i,j=1, 2,3 a, B = 1,2 Xy =2

En portant 1'€q. (3) dans 1'&q. (1) on obtient J*(u, ¥, I, M)

*
= 2 .M, -2y, I_. - u, L=y, M,
J Js { uy zlu,a+ ¥ Mlm,u 29, 231 Y o I, wl,a 1a}ds (4)
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+ J S {2 Q" (Z,M) + 2ui (fi + qi) + Zwi (Mi + mi)} ds
- J ¢, {ui (Eiana -2 ti) + (an‘x -2 M, }dc (4)
. - 2u, . . . .
* J 02 {(ul ul) E1otna * (wl 2 ¢1> Mlana }de
E.,80) =" £, (1,2 dz; (¢, M) =[P T.(1,2) dz
i’ 71 o i 7’ ’ i* i o i’

L,, = Jh g,, dz M. = Jh g, z dz

ij ) ij ig o ia

q; = Ti(h) - Ti(O) m, = h Ti(h) donnés sur CI

uy et wi donnés sur C2

1.4 Calcul des énergies Q*(Z,M), W*(e,x)

Soit Eijkﬂ(xi) et Cijkl(xi) les lois de comportement globales de la plaque:

%5 % Eie vk, 8) > W v, | (5)
Vii,i) T %k ke T Qo) (®)
Adoptons une ecrlt;te matricielle E,C pour Eijkl et cijkﬂ , vectorielle pour oij

et u(i e Le calcul de W se fait de fagon classique; rappelons les notations. L'éq. (3)
3
entraine:

VL5 T eij(xa) +z Xy, (%) ()

On porte 1'éq. (7) dams 1'&q. (5) et on int&gre:

z A B e

& - A D‘ ) ®

Avec A matrice (6,6), B matrice (6,5) obtenue en supprimant la ligne relative 2
X33 = © Bt matrice transposée, D matrice (5,5) obtenue en supprimant la ligne et la colonne

relative & M a.

33 T 0 et X33 7
e, I: vecteurs (1,6) associds 3 e,, et Zij’X et M vecteurs (l,5) associés i Xia et M,

ij ia
h 2
A B D = E 1, 2z, z dz 9
( pa’ Ppq’ Pq) JO pa , z, 27 (9
Alors W (e,x) = <e, Ae> + 2 <e, By> + <y, Dy > (10)
En pratique les qu sont tels que
= k . < <
qu (xi) = qu (xa), zk 2z = zk+|
G ,B .0 )= EX [%&1 (1, 5 2 a2 (amn
pa’ "pa’ pq ra |z

Pour obtenir'Q*(Z, M) il faut inverser 1'éq., (8). Il n'est en géndral pas possible
d'exprimer Q* 3 partir des CEQ |(qu)_1| de chaque couche. Ceci explique qlie les fdénction-
nelles utilisant Q*s sont peu employées.

1.5 Nous avons obtenu ainsi une fonctionnelle J* fonction des 4 champs indépendants,

uss wi, T, M. Il est clair que 1l'on peut de la m@me manidre &tablir une fonctiomnelle géné-

rale utilisant W* en fonction de 6 champs indépendants, uss wi’ e, Xs Z, M. Nous ne repro-
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duisons pas celle-ci mais le raisonnement et les calculs sont identiques. Remarquons que Zij’

MﬁB ont la signification habituelle de résultantes et moments résultants, mais pas M3u' Il

faudrait alors retenir une interprétation statistique de I et M.
Les théories classiques se retrouvent en particularisant le développement du champ
v, (x,
L)
= = = - + 2
by =0, ou P, =o0 ety (u3,a 1) (12)

i T X = =
ce qul entralne 13 M3u o

En faisant dans 1'éq. (I2)Yu = o0 (13) on retrouve 1'hypothése de Love-Kirchoff.

A partir de ces fonctionnelles générales, introduites i 1'aide du sché&ma de
Pister-Sandhu |8] , il est possible en utilisant la propriété de "symétrie" |8] , d'obtenir
des formulations variationnelles plus classiques. Dans leur application aux &léments finis
bon nombre d'entres elles ont été &tudiées sous l'hypothése de 1'&q. Prager |I0| Kikuchi-

Ando |11| , Pianet Tong ]12| . Les résultats s'étendent sans trop de difficulté a 1'éq. (4)
P q

2, Théorie continue

Dans les applications aux matériaux nouveaux, la théorie globale se révéla insuffisante,
tout particulirement pour rendre compte des phénoménes vibratoires. Les chercheurs ont
tenté de mettre en évidence les interactions des différentes couches du matériau. Il semble
que 1l'on puisse discuterdeux types de théories. L'une présentée par Bedfort-Stern |13|
Hegemier Gurtman |14| traduit le couplage par des termes intervenant comme des forces de
volume, 1'autre par Sun, Achenbach, Hermann, Cheng, Whitney ]15 - 17] débouche sur la
théorie des microstructures. Nous pré&sentons une théorie semblable & cette derniére, ayant

comme point de départ la formulation variationnelle de 1'éq. (l).

2.1 Hypothéses de calcul:
Nous ferons les mémes hypoth&ses sur la géométrie de V et sur les conditions aux li-
mites que dans 1.3.

hk épaigseur de la couche k: h =1I hk (k=l, ..., n)

Nous aurons n-| interfaces: les faces inférieures et supérieures sont repérées par
1'indice o et n.

Hypothé&ses aux interfaces:

HI Continuité des déplacements

H2 Continuité des contraintes

Nous traduisons HI en approchant vi(xi) par un champ continu lin€aire par morceau de

pas hk’ soit:

z-z
k
vi(xa,z) = ui(xu, zk) + hk |ui(xu, zk+l) - ui(xa, zk)|
2 g £ : = - =
2, z Zeoy b k o ... n-1 z, o (14)
. . z-2 k- k
Notons pour simplifier: v, = u% + —~—5-(u.+] - u,) (15)
i i hk i i

On porte 1'éq. (15) dans 1'éq. (l1). L'hypoth&se H2, se traduira dans le calcul

sur chaque interface k par 0,5 (%, zk_) =0, (xa, z ). On obtient une fonctionnelle Jo.

i3 k+

k Ek k+1 k k k k

- sk -
Jo = § jS {hkui aia * (u, u, ) h M

. uk+l k
i i olso ie ki,a

falufy ~up o) (16)
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k k+1 k n’n 0”0 k
- 223i (ui ui) + 2Qk + 2(ut - uiTi) + 2T }dS
Tk = hkFE u? + (uk+] 3 ut) M? cas statique avec a7
z z
el M g oL [ Ly e 4
i h i i h z k71
k ‘'z k k
k
2B k2 ke, kel2 .
= 2T = 0w —— {(u)" + o vut +Cu, )} cas dynamique stationnaire  (18)
k 3 i i i i
2,2 : premid&re méthode
Soi (19)
. X K L Kk z7z,
Les hypothéses sur u, + € au plus lindaire en z: e = e + T X (20)
k
On porte 1'éq., (20) dans 1'&q. (19). On intdgre et on résoud le systéme en ek, xk.
On obtient:
&y k 4 -6 * ko ke, ko MS (225 ok
=cC ko 2D, e = o{art- ) 22 (22 625y
. M & h )
X -6 12 — k Kk k
k h
k
(22)
On calcule 2Qk en formant le produit scalaire.
2Q = 4<Zk, ck zk> -2 <Zk, ck Mk > 12 Mk, ck Mk > (23)
k h 2
k hk

Deuxiéme méthode: si Ek ne dépend pas de z, ck est au plus linéaire en z. La répar-—

oo k : P P fa
tition de ¢ est connue par L~ et son moment M . on ecrit ces Eg&lltES én posant:

Xk (z-2))
g7 = A+ & . B (24). On résoud le systéme, il vient
k
k (z-z,) k
k k M k Mk
0" = (42 6h_) +—r(123— 6L) (25)
k k k
Zk+1
2h, Q = < ok, Kok a =h | 4<Ek, ckzk> -2 k., K > 4
k "k z k : h
k k
2o, M5y (26)
hk

plan médian on obtient aprés changement de variable:
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(22) e=C{ ¢ +z% M} (27)
h
(23) - I 2Qdv J | <z, cz > + , <M, o h ds (28)
v S h
12
(24) > =1 +-3 M (29)
h

Expression classique de la théorie des plaques pour e et o .
Dans (28), si on néglige la correction des deux termes 233, Ma3 on retrouve 1'énergie

complémentaire avec effets de temsions, de flexion et de cisaillement.

2.3 Equation du probléme traité: en calculant les variations, on obtiendra les

&quations d'équilibre ou de mouvement et les &quations comstitutives.

K Lo L ol
k = I’N_I’Eai o + — =" Fi+ = (statique) (30)
’ k k
k k+1 k k-1
2 vy I .
=w{ e (3— + T_) o T (3— * g ) }  (dynamique)
k
M, b ° i
k =o0; I a LES R E2£ Ei- - fg - Ei (statique)
o o o o
o I 3D
uW o ou,
w2m0 (EL + glJ (dynamique)
wh gt <o
k = n; ul’i 31l + h t (statique)
n-1 n-1
n-1 n S
2 Ui i .
Wm ( 7 * 3—0 (dynamique)

La loi de comportement par couche nous redonne une expression développée de 1'éq. (21)

Nous n'avons reproduit ici que la fonctionnelle générale dépendant de Q énergie
complémentaire.

Les mémes calculs peuvent &tre faits sur la fonctiomnelle générale i trdis champs de

variables v,, 0, €,. de Sandhu et Pister |8| .
1 y 1]

2.4 En conclusion 1'é&tude sous une forme variatiomnelle a permis d'introduire aux
interfaces la continuité des contraintes. La continuité des déplacements se traduit par

un couplage entre les variables d'indices k et k+l.
La théorie globale peut apparaitre comme un cas particulier dans lequel on considére

une seule couche k = 0,1. Les équations s'obtiennent en combinant 1'&q. (31).
Dans le cas général 1'examen des &quations (30-31) se rapproche d'une forme discréti-
sée des Bquations des milieux 2 couple de contrainte, ou de microstructure,' théorie vers

laquelle semble conduire 1'&tude des matériaux composites.
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