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SUMMARY

The paper is devoted to a new approach of the tensorial formulation of constitutive
laws describing hysteresis for simple non-aging inelastic materials which are supposed
homogeneous, isotropic, at rest in the initial configuration.

a) The approach is based on the superposition of two types of stresses g, and g, which
sum is the effective stress a. The use of such a superposition principle for stresses is con-
nected with experimental results briefly summarized as follows: under large strain or low-
cycle fatigue, microstructure and macroscopic properties of solids become steady, well-de-
fined, weakly dependent of the initial state. The g, contribution deals with these steady
aspects and the g, term is a hereditary perturbation assumed to be also a sum of two
stresses ¢, and/or g, taking into account rate sensitive and/or strain hardening. The g,
and ¢, terms are convolution products on R+ of differential elements (dimension of
stress) by a scalar memory function, the main point being that this convolution is done
in the corotational frame. So, in the tensorial case, objectivity requirements are automat-
ically verified.

b) Concerning the g, contribution, the well-known models with springs and friction-
slider elements, unrealistic in 3 dimensions, are used as an heuristic tool. A scalar aux-
iliary function W, closely related to dissipated energy is introduced. The definition of W
is easy in the tensorial case. The W variations are supposed to be non-decreasing, piece-
wise continuous. The loading-unloading criterion is defined from the virtual breach of the
discontinuous growth law of W: on the inversion point of evolution the virtual variation
W compatible with boundary conditions is negative. Between two inversion points the
description can be done “locally by pieces”.

© In the case of rate sensitive contribution, g,, Guelin and Stutz, Arch. Mech. Stos.
29/1(1977)13, give results on constant strain rate traction test, creep test and low-cycle fa-
tigue. The strain hardening term, g, allows us to describe such classical effects as: strain
hardening of recrystallization peak stress, associated in this approach with short range,
strong memory effects; cyclic creep associated with long range, weak memory effects;
cyclic relaxation related to long range, strong memory effects.

The approach concerns large strain, gives asymptotic properties in agreement with clas-
sical theories, allows—by the use of one law—to take into account several observed pro-
perties, introduces only a small number of parameters—of simple physical interpretation—,
is compatible with numerical technics for. approximations of associated Lagrangian func-
tions on a suitable linear space (a simple boundary value problem is presented in the case
of the low-cycle of a stainless steel structure).
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1. Introduction

Les résultats d'essais mécaniques effectués sur des continus (3 comportement
solide) aussi différents que les aciers inoxydables et les milieux granulaires, conduisent a
noter 1'existence d'une stationnarité de propriétés au sens suivant : sur une part importante
des &volutions possibles, certaines grandeurs (ou aspects) du phénoméne, physiquement carac-
téristiques, conservent des valeurs (ou propriété&s) constantes ou périodiquement restaurées.,
Les essais de traction simple sur divers alliages de cuivre illustrent par exemple le cas
d'une contrainte limite obtenue par déformation monotone croissante avec ou sans apparition
d'un effet de pic de contrainte (Fig. la d'aprés D] ). Dans des conditions analogues de tem-—
pérature relative et de vitesse de déformation cet effet de pic peut ne pas apparaitre (Fig.
1B d'aprés [2]). D'autres essais, du type de fatigue, relatifs aux aciers inoxydables par
exemple, indiquent la restauration périodique des propriétés sur les segments d'évolution
accommodde i la suite d'une forte consolidation. Cette consolidation peut d'ailleurs subsis—
ter a température &levée [25]. Enfin la stationnarité apériodique des deux premiers exemples
et celle périodique des suivants peuvent Btre observées pour un matériau pulvérulent - sable
sec — aprds effet de pic et accommodation rapide (Fig. 1€ d'aprés [3] ). A propos de ce
dernier cas on note que 1'idée de stationnarité peut revétir divers aspects. Tout d'abord un
ensemble de scalaires, et non un seul, peut tendre vers une limite. Cette situation corres—
pond au cas de l'écoulement plastique limite du milieu granulaire sous état de contrainte
constant : sont alors constants les 3 invariants de contrainte mais aussi la densité de
masse p dont la valeur initiale ¢(0) conditionne les propridté&s transitoires du continu
(effet de pic) mais non les propriétés limites (cf.[4][5]et Fig. 1d). D'autre part, toujours
pour les milieux granulaires, la restauration périodique des propriétés s'observe non seule-
ment pour la partie déviatoire du comportement mais &galement pour la partie isotrope (cf.
Fig. 18).

Ces observations font ressortir les difficulté&s d'une définition de 1'idée de
stationnarité. Cette notion sera précisée grace & la forme de la loi constitutive proposée.
Cette loi conduit en effet i préciser le caractdre stationnaire et peu dépendant de 1'état
initial des propriétés de continus solides sollicit&s en grandes déformations monotones ou

cycliques.
2, Mise en oceuvre d'une superposition de contrainte

On exploite le contenu heuristique de 1'idée ci-dessus sous la forme d'une super-
position de contrainte et de taux de contrainte [6] . Dans ce dernier cas la superposition
est faite en repéres corotationnels R de facon 3 satisfaire au principe d'objectivité maté-
rielle,

2.1, La contrainte effective (J°, de Cauchy, est en général, la somme :

O = Og +Og + Ov m

de deux contributions & mémoire continue, C)é'et CYQ , et d'une contribution & mémoire discon-

v
(Oa')ou dépendantes(o—v) de la loi de temps de 1'évolution. Le terme Oé_représente la partie

tinue (};L. Les termes (I‘et Q_ sont associés aux modifications de propriétés indépendantes

principale des propriétés stationnaires.
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2.2. On suppose que O‘eto_v sont des produits de convolution sur R+ d'éléments de contrain-
tes J,detd,fvpar des fonctions mémoires scalaires ‘.p((r) et X(u)respectivement, ces convolu-
tions &tant faites en repéres corotatiomnels R, Les variables W et V sont le temps intérieur :
u,:'t—'c’ et 1'abscisse d'écrouissage W X-2 , & définir., Les contributions ogeto; sont
donc des soumes infinies, effectuées dans R, d'éléments de contraintes pondérées par les mé-
moires associées.

2.3, Les mémoires X etLP sont supposées positives décroissantes continues sur leurs
supports respectifs bornés par t et XC. 5i &) note la vitesse de déformation, on suppose que
le corps est au repos : ;D—Odepuls un laps de temps au moins égal a'tc_ . Dans cette configu-
ration de référence : L=0 ,X:Xa.

2.4, On introduit, comme en [7] , l'effet d'écrouissage permanent en vitesse de déforma-
tion, en supposant qu'en général X est une fonction prise au sens des distributions, un
Heaviside - mémoire totadle - &tant attaché a 1'&tat actuel. Soit Av{'bl)une fonction scalaire

stationnaire aux grandes valeurs du scalaire 'V] que 1l'on définira plus loin. On pose :
d.2v ( ol.Zv
O;=(E)%Xt A’ *Ht (Bk-d.dnsﬂ) (2)
2.5. Le taux de Zyest supposé de la forme visqueuse pure :

d2v= ﬁv(olb) dt 3)

oll { est une fonction tensorielle isotrope qui s'écrie en général

fv': M.(EE) E':l. S -+ M4(E;)@ + MZ(EL) @9— @
avec . _ s _ _ _
Eq= D ; Ep= By =Dij@yl 5 B3 = B3 =Dy Dyw Dy o

2.6, La contribution O:é est supposée de forme analogue a Oy,

o = (cLZ%)*(_P + (Ag ‘*Z‘*) X Hx (3 dans &) (6)

ol 3est:, comme /ty, , stationnaire aux grandes valeurs de 'yl .
3. Remarques sur certains schémas décrivant 1'hystérésis mécanique

En vue d'introduire la dé&finition de la contribution q:’. , de préciser celle de
Oa qui s'y trouve &troitement lige, de d&finir 2¢ par son élémentdac et de définir enfin
le scalaire '7' , on consid@re ici des schémas & une dimension décrivant certains des princi-
paux aspects de 1'hystérésis mécanique,

3.1. Les "modéles" considérés sont constituds d'une infinité de ressorts (flexibilité J,
raideur G) et de patins (seuils s), disposés en suite infinie (parall&le ou série) de couples
ressort-patin associés (en série ou en paralléle). On sait que ces modéles sont !'équivalents"
en ce sens qu'il existe un unique modéle série (paralléle) de propriétéd identique i un mod&le
paralléle (série) donné ([8],[9] , [10) ). Ces modéles permettent de définir une correspon-
dance entre variations A€ et AO"des grandeurs mécaniques déformation & , contrainte &,
condition de mettre en oeuvre une régle logique : de Masing dans certains cas simples, de
Nayroles plus généralement. Il est 3 noter que la notion de plasticit& n'est pas introduite
dans la description, Considérons pour un mod&le série 1'évolution OAB et le diagramme de

)
Nayroles associé (cf. Fig. 2a et 2b). Soitj(ﬁ)la fonction spectrale des déformabilités des
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couples de seuils compris entre 4 et 44ol 4 (j,(o):}’(o): ©) . SurOA, et avec
o"(o).-o, Aa—_ O, ona: . . .,
Ae=¢ +_]A°—(A°0' A)'"(A)alo E(A0) =T, 00 +4(85) ; E'= 4

et sur AB H

Me=%_¢g= 2f 3, & fo +jz(Ad 2)jle)dal = 2 E(AO')

d'ol il ressort la regle de Masing. En considérant, de fagon analogue un moddle paralléle de
fonction spectrale g”(e)des modules de rigidité des couples de seuils de déformation compris
entre e et e + de (g(o) =g'(0) = 0), on a :

Ko=0 = 6, 1% - [X¥(s2 —e) g"(@) de = S(£E) = 6, 42 — - 3(4%) (s"=-3")

Nor=8-c=2[6, 8% _ [HF (£ e)q'@rde]=25(4E)

3.2, Soit : w=1 ou 2 le paramétre de Masing. Les correspondances : A& <—_—> AQ ci-dessus
sont dites "locales par branche" sur OA ou AB et sont alors de la forme : AO":COS(AE/W)-
Soit W la fonction locale par branche ou fonction "d'aide" :

([g)_—_ 16,082 U (£3) =1 G°A° z _IAE"(A& e) Ule) de.
convexe (w”/>o VMg OA ) et définie par :

///__% - U”(O) =U (o) =Ul)=o
La correspondance : O&S> & peut 8tre définie "localement par branche" selon :AU@A&

en posant

Ac = dWL /dAg

avec
I/

W(As)_w W(BE/0) 3 W, 20 5 w=1eu?2 ®

©)]

Soit, Fig. 2a, une &volution OAEFG... telle que : 2A0805 >A42‘ F >AL& Fe dite cyelique
simple, Le rdle algorithmique privilégié est celui de (L) . Le graphe de WL a 1'allure indi-
quée Fig, 3, On sait ([11] par exemple) qu'en général l'algorit e de Nayroles, Fig. 2b, doit
8tre employé, o 1
3.3. Soit en effet 1'évolution OABCDE (cf. Fig. 2a). Elle respecte : 2A& > AE nmais pas !
A,‘g > Aza ., On peut encore définirAQ™ par 1'éq. (7) et ceci m@me le long de DE & condition
de faire W=-] et de se référer a 1'état initial. Sinon on obti nt 1'évolution aberrante BCDD':
la ré&gle de Masing ne suffit plus et le diagramme de Nayroles est nécessaire (cf. Fig. 2b),
Lors du parcours de 1'arc BD, la ligne d'état 053 S?_S conserve ses points anguleux :
1l'information AS, est donc mémorisée par 54 le long de ABCD, effacée le long de DE., La
variation de W‘_est celle de la Fig. 4.
8i 1'évolution est trés complexe la quantitéd d'informations discrétes 3 mémoriser
peut 8tre trés grande. C'est le cas pour une &volution telle que OAEFG... (cf. Fig. 2) présen-—
tant une suite de trajectoires EF, FG, ,.. d'amplitude lentemen dé&croissante., Ces informa-
tions restent stockées dans la ligne d'état du diagramme de Nayrolles en prévision d'une
utilisation éventuelle lors d'une sollicitation monotone d'amplitude croissante.
3.4, On fait 1'hypothése : 1l'évolution de la fonction d'aide WLest définie continue non
décroissante par morceaux, de so te que : d.W Oet que 1l'on propose le critére de charge
décharge suivant : soit, dans le voisinage passd de t, une description locale (7), (8) asso-

ciée 3 W, et, entre t et t+dt , une variation virtuelle SAE de AE. compatible avec la
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sollicitation oD imposée & la frontisre, Si, avec 1'&q. (8), la variation virtuelle SW de

WL est négative, t est instant d'inversion L effectivement rencontré. Le critdre :

W, <o o)
est,dans la suite, étendu au cas tensoriel. Si SW..O, le segment d'évolution associé est de
chargement '"neutre" (cf. [14] ) et peut, par convention, appartenir 3 la "branche" actuelle,
de support défini ci-dessous (cf. &q. (10)). Par les &q. (7), (8) et (9) on voit que le

graphe de WL(t) présente les discontinuités de premi8re espéce :
T I €T
WL(t+)=O 35 V\/‘_(‘t_) > o > olW(‘/:_‘_)-;o (10)

qui déterminent les supports de "branche", Par convention, la premidre branche peut &tre

dite de charge. Le graphe 'vl(t) tel que :
o{«yl=olw,_= Ao d A > o0 an
des variations totales de WL présente les discontinuit&s de premidre espéce

W, (ta-) # W (5, ) (12)

et les instants ou &tats associés sont de changement d'arc de branche. Ils sont déterminds
par diagramme, analogue i celui de Nayroles, mais portant sur la fonction locale W‘_ . La
construction de ce diagramme est encore basée sur une propriété signalée en []2] au sujet
des systemes dynamlques déferlants. Ce diagramme détermine la valeur actuelle de W, la
suite dest e{‘t} effectivement mémorisés lors du parcours de 1'arc®™ de la branche I et
1'état de référence (& O')g« associé 3 tﬂ.u( e{t I} et pris en compte lors du parcours
de 1'arc X de 1aI®™® branche.

Une évolution cyclique simple (cf. 3.2) est 3 branche monoarc.

Les graphes de la Fig. 5 indiquent les aspects classiques des &volutions obtenues.

Avec 1'éq. (11) on a :
+t K
n=f o= ), D) de

4, Forme de la loi constitutive

4.1, On envisage d'abord le cas limite du matériau sans écrouissage : G’:.Gé' > 3 =0
Une description locale par arc de branche peut &tre envisag@e comme au § 3 ci-dessus. Suppo-
sons &tendue au cas tensoriel la définition du critére (9) et de 1' algorithme de la fonction
locale. Il est alors possible d' 1ntrodu1reo— , tenseur cé_ de référence lors de la

ome ome
description du of arc de lal branche, analogue a3 Op dans 1'éq, (13). On pose :
Oz oI
°La- L\(o‘ Caga, D) VEe[th tusa] (14)

Le taux de O—a_) est défini dans .'R_ et h est une fonction tensorielle isotrope, s'annulant

avec @ , de la forme :

- Z I
h,a..,S+a4&>-+a,,_(o- Chrx) (15)
homogéne de degré - 1 par rapport au temps grédce 3 :
Qo= ol €y +olg AM +ols AN 5 2=y 3 8, = 0y €, « oy AT 4 oty A ae

ou :
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T T T
AM= (G- Ora)iy Dy 5 AN = (G- 6R47.-§5‘ o'kx)jkt;ok;, an
et ot les (X sont des fonctions scalaires des invariants :

T —n ,.- X _ = _

AS, = (0-Cra)i; 5 A%, =(°—"°-R°‘)ij‘(°' ~ORa)ji 5 853 = a8
Pour oD imposé 1'8q. (14) détermine une &volution d'hystérésis pure qui dans le cas d'un
corps réel sera dite squelette., Par définition cette &volution squelette ne présente pas
d'écrouissage et doit d'autre part rendre compte du comportement duzgenre plastique en ce qui
concerne la partie déviatoire de la loi constitutive. Pour de nombreux corps réel on a en
effet : C—S'L\!_ 6—3» en présence de comportement plastique. L'examen ultérieur des conditions
de plasticitd imposées aux &q. (14), (15), (16) en 1'absence d'Bcrouissage, am@nera & consi-

dérer une forme simplifiée de 1'éq. (i6).

4,2, On suppose que dans 1'éq. (6) le taux de Zg est de la forme :
cha f dt- oLx 19)

qui est proportwnnel a un élément différentiel J.X de déformation si f est identique &

@ . On suppose alors que @ s'explicite & partir d'ume forme analogue i 1'éq. (15), de

sorte que l'on p.ose : T
fg('=‘3>)= =7} —gog— 9, - Zea) (20)

L'introduction de cette fonction tensorielle isotrope permet d'obtenir 1'homogénéité de degré

- | par rapport au temps de fagon comparable a 1'&q. (16) soit par :
%°=XOE4+X3AM +WsBN 5 9, = % 4 N8 4% AN @n

oll les X[ dépendent des ASZ_ et de 'V] .

4,3 On étend les éq. (11) et (13) au cas tensoriel selon :

= j (om - Re() D(e)dT 5 doc = dy (22)

de sorte que l'évolution squelette fictive associde joue, comme dans les &q, (19) & (21) un
rdle privilégié. La dé&finition (22) permet d'obtenir 1'extension de 1la fonction locale

donc, comme en 3.4. ci-dessus, l'algorithme associé au diagramme de la fonction locale.
Compte tenu de la définition de 1'état de référence 3 ‘t..o X= Xo (cf. § 2.3), avec les
éq. (14), (3), (19), par dérivation des &q. (2) et (6) et en posant :

a=zo Vtsbk ;3 a=t-t, v¥t>tc 23)
b=Xo ¥V X=X, & x,._,l; XYe ¥V X=Xo>Xc

on obtient une loi constitutive de la forme :

o= h(o‘-o‘R,SD) + AvE@) + A— 1, (o‘, O'—O’R) +
xe) ) () + j X'(t _1:),(3 [CD(B)] oLr + o6

CF(OH:(G o-or) + _[ e lx- x)—[— (6,0-0%), ,,u; 2 da

On a supposé que dans l'expression de la loi compléte la contrainte effective O  joue un

d.-b

rdle privilégié et remplace O'a_ La méthode de définition de 1'éq. (24) présente des analo-
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gies avec celles envisagées en {13}, [14) et (I5). Une discussion compléte des &q. (22) et
(24) doit tenir compte des résultats de [16] a [21].

4.4, On peut démontrer que si : D=0 vt > 'r/" , 1'éq. (24) devient une &quation
non intégrale dont la solution est : é_= O , de sorte que le comportement est solide.
D'autre part sous O maintenu constant, D est déterminéd par une &quation implicite de
sorte que 1'éq. (24) décrit un comportement de fluage. Enfin supposons que h soit de la
forme I‘I(O') D et que :-,ev =‘§Vo I ou-FVD est un scalaire constant V(Eb)év , domaine
de vitesse de déformation caractéristique du corps. Il peut exister une &volution telle que

O‘::_O—o) E,‘—._-_O ) ™M ) N indéterminés tendant vers une limite. Car :

0=h2 + A, f,D s 0, FM,N ]+

QAT SPAS ) fy () 4X dee

donne, du fait que :4 condition habituelle d'indétermination de oD
modifiée par les terme oD (comme en [7] ) et d'écrouissage en déforma-

tion. Ainsi la surface limite d&pend de 1'é&crouissage.

4.5. Les remarques du point 4.4, permettent d'introduire une définition des propriétés
stationnaires. Si ’Yl-)oo et compte tenu du caractére borné des supports de X et w
1'8q. (24) se réduit & une forme non intégrodifférentielle permettant 1l'existence d'un
&tat limite de plasticité ou d'un cycle limite. L'ensemble de ces états et cycles forme

les propriétés stationnaires qui dépendent donc & la fois du squelette, des termes d'&crouis-

sage permanent des &q. (2) et (6) et de la forme de CP et X .

5. Conditions restrictives et formulation finale de 1la loi constitutive

5.1, On restreint les formes de X et Wa:
X)) = [exp(-Wm,)-¢€,]1/(1-8,) Yuelotel,te=— mylog £, (25)
et de méme pour P(Lr)/ (o) en introduisant Mo et 8.} tels que
Xe = — Mg Lo% 22' (26)

5.2, On pose : M2=Odans 1'éq. (4) ce qui revient a mnégliger les termes dont la
puissance dissipée associée est nulle en petites déformations. Cela interdit &galement que
la contribution O.V puisse €tre telle qu'une cinématique purement déviatoire génére une
contribution isotrope et que les axes principaux de 0:, et D ne coincident pas.

5.3, La contribution 05_ doit @tre l'objet d'un examen attentif du fait qu'elle traduit
les grandes lignes des propriétés dans les situations courantes de température et de vitesse
de déformation. Suivant le point 4.1 1'é@volution squelette doit permettre 1'écoulement plas-
tique pour 1'état de comtrainte :(54 ) g;_' ,-533)66 , surface limite. Considérons la

premiére sollicitation monotone & partir de 1'é&tat neutre, La loi squelette (14), (I5), (16)

doit fournir un systéme linéaire indéterminé en Eq,i‘—’lj E avec systéme réduit & solution

non nulle. On montre immédiatement (méthode indiquée dans [22} a [24] par exemple) que sous
la condition : E']. non indéterminé, on a :

%4>0 3q +0¥y 5S4 = 3oty 4 KgS4 = Ly +o(l‘:§§: +°<6§-3$ (27)
hos= Buo oy +o2 54 #£0

A 1'8tat limite E,, et fV s'expriment en fonction de ™M , indéterminé. Si la contrainte
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limite est constante on retrouve la plasticité :

= =, - =3
=QAF s E4=0 5 A= M/83 = N /83
Si la contralnte limite parcourt la surface G, 1a forme 1nverse est
=2
E, = 34 /*#ao;N'-‘-[."‘n.Ss 4—¥?o 53-""""(1, 3]/ Hoety B2
avec
A e _ A 296 4 372
—2 — — - _ =
acly By 3 ko olySF 935 koo 3F B35 (28)
et la forme directe est :
. >
Sa.,‘:#coE,.; a(@J+(o(q_e\+o/qM+-(gN> (29
Avec la 4&me condition (27) et (28), on a, si : 0(9_#-‘-0 :
3o(,,+o?.1?§’+°((s 6 L 238%296¢ _ 2853236 ) _
( )954 2 i.a_si-" 2 'b-S'%+ 3)__?3 = O

Si par contre : 0(2_=O, 1'8q. (28) donne d'une part : 26/ 354 = ¢© et de plus :

ol = _ZNA?G /( 5"'?6‘- _._353 26 s X, = — 3 35‘ ?-QG- it G
232" 3533/ 376" * 33 (25 5% 353)

S'agissant de continus tels que les métaux on peut retenir ce dernier cas et 1 8q. (29) avec
0(9_ = O . Les constantes du squelettes sont &, N 0(4 et celles impliquées par la défini-
tion de : G-(Sq_ ,53)— O

5,4, On observe que le choix qui vient d'8tre fait - G homogdne ou non - correspond i la
distinction entre milieu cohérent et non cohérent. Cette distinction est faite avant toute

introduction de termes d'écrouissage Sur la base de 1'éq. (29) la loi squelette associée est
S, S, =(Bett+els) B4 3 0;1-- = oty Dyj + (ot BM + ol BN Y- %e)% (30)

qui ne présente pas de couplage isotrope-déviatoire et dont la partie isotrope est reversible
Le squelette est & @lasticité@ pure et 3 hystérésis pure. On fait 1'hypoth&se d.'un d&couplage
isotrope - déviatoire analogue pour les termes d'Bcrouissage. Ceux d'@crouissage en ;Z)
ayant déji 8té envisagées dans [7] sont ici né;ligés. Avec les &q. (20) et (21) il est natu-
rel de prendre les scalaires XL sous la forme : o] X b’ (’7) ; 0 ¥< 1,4= Q""‘ B’ -
Les termes d'8crouissages en déformation sont alors découplés si 1'om suppose ver1f1ee une
condition analogue aux 28me et 3&me &q., (27), & savoir @

8o 0o — 0o — o5 —

XSXS:KQX /’ Xsb'_s.:X;X‘
Compte tenu des &q. (20) (21) et (30) la décomposition de 1'8q. (24) est :

Si=(3,4 1) Ea+ A LS, —34,% .(n)Ea + ce(v)fs -3, %, G Eq]+

d.x (0) —7¢
T dt Mg (1~ Eg) \)-‘[, e vy [-5 -':'>D(°b’ Yo Eal,. do(_ 31)

5‘1‘) = R4 Diy +(oly BF + o BN )(6—5g) + Ag[c-—-(o&,?{ y,,AH+-(sYS‘ZS‘AN‘)(o- )]

o X
+96)[E — (YT, MM+ YE-54)] - ax %;{(i..‘e;)f %5 (&~ (G ] S olec

I1 est clair qu'un découplage total exige le découplage de 1'8q., (22). Un tel découplage

total n'a pas de justifications théoriques, c'est & dire d&duites par exemple de la théorie
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de représentation tensorielle ou de principes thermodynamiques. Il peut &tre &ventuellement
justifié par 1'efficacité de la description ou, mieux, par des informations relatives aux

mécanismes structuraux 3 fine &chelle. Prenons simplement : :43 = cste p) 0(6=0. En &limi-
oo

nant la possibilité de consolidation isotrope par : ¥p = O , 1'éq. (31) devient :
1-F5) 5, =(Retot dX1 d (X _eple) KTy 27 S () db
) o (3ot 2a) B4 tdE atx.-rb, TfLs;[exP( g )= 5] Sa00) L dac
(1-Rg) G 01,,: e D +efy B[4 ~ AQ?’ 51 (-e) + (32)

5 g o Tenp-52)- 4[5 - 4T, B, ) £ (G 5 ) 12E doc

- X . = T
avec &-E :(O‘a_EJ_R,‘)SD dt 5 dxi :(Sq.- 31 ) E1 dt (33)
Cette forme particuli&re est suffisante pour illustrer les propridtés de la dé&finition plus
générale proposée par 1'éq., (24). On peut en effet distinguer i l'aide de 1'éq, (32) les
rdéles respectifs des termes intégraux et en:Yy A-f‘—’1 (E— &R) , responsables respectivement
des effets de pic et de la conmsolidation (8crouissage transitoire et permanent), Cette analy-

se peut d'ailleurs 8tre effectue 4 1'aide d'une approximation de 1'éq. (32) dont 1'interpré-

tation g€ométrique est faite sur la Fig. 6, Cette approximation revient i ne pas remplacer

%

convolution de son taux, Si, par exemple, on prend A 4 et =0 on est conduit au
P 4

schéma : O = & +JB LP(X_x) d.cé(x) ot Oy est determlne par la donnée de D . La Fig.

6a interpréte se schema La Fig. 6b correspond au cas du squelette reversible de la partie

par G dans la loi compléte donc finalement i compléter 1'évolution squelette par la

isotrope de 1'q. (32).
6. Yllustrationsunidimensionnelles des effets d'&crouissaee en déformation

6.1. Au moyen de 1'approximation envisagée ci-dessus on examine d'abord le schéma unidi-
mensionnel associé & la partie isotrope de 1'éq. (32). On convient de prendre A’ constant
tel que : Ag <% , Une dernidre simplification est apportée en considérant que :dl‘/dt
dans 1'&q. (33) est constant. Cela revient seulement # accentuer 1'effet de mémoire prés

d'une inversion de signe de E-1 . Le schéma est alors de la forme :

Sa=5%, '*Ib _EE_(L_ Lesp (- ) £5] A SL3) (34)

avec .32_,1 déterminé par : -5 a4 = (30( + 9(1) ij_ , d&s lors que 1'histoire de Eg4
est donnée. Les Fig, 7a et 7b concernent deux genres d'évolution cyclique avec effet de mé-
moire & longue portée et forte intensité. L'&volution de la Fig, 7b est &tudide avec une
intensité moyenne de la mémoire (cf. Fig. 7c). Les Fig., 7d et 7e concernent les cas de mémoi-
re 3 courte portée et intensités forte ou moyenne.

6.2, Un écrouissage transitoire, analogue 3 celui envisagé en 6.1, est

3 présent &tudié
au sujet de la partie déviatoire de 1'éq. (32). Toujours avec : A‘g <KL“ constant et :
oo

Yo = O onad'abord :

2 2
G =0aD +XY (GG-0z,) D
Pour une surface G de Mises 1'expression de 0(9 donnée au § 5.3 conduit au schéma de Prager :

o= o[- -(Z2-%2) ]2

w Yg
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oli n est le seuil de plasticité et ol (L et O;sont définis comme en 3, Si :Zge= \(0/0(1
note la déformation caract&ristique on prend encore, & la place de (33) et comme en 6.1, la
définition simple : doc =@dt’/zo . Une fois déterminé O;_ on obtient ¢ par la méme forme
de sommation que celle utilisée pour 51 (cf. &q. (34)). Les &volutions de la figure 5 sont &
nouveau envisagées. Dans le cas d'effet de mémoire i longue portée (’th>:l) et d forte inten—
sité on obtient les &volutions des Fig. 8a i 8d. Si la mémoire est encore intense mais &
courte portée, l'effet de pic est accentud. A 1'8volution cyclique centrée de la Fig, 8c cor-
respond alors celle de la Fig. 8e. L'accomodation des cycles est &videmment plus rapide et
les propriétés stationnaires cycliques trés différentes de celle du squelette. En revanche il
est clair que sous déformation monotone croissante les propriétés stationnaires sont celles
du squelette (cf. Fig. 8e par exemple). Ceci provient &videmment de 1'absence des termes d'é-
crouissage permanent (ou consolidation).

6.3. On examine & nouveau un schéma unidimensionnel de la partie dé&viatoire de 1'éq. (32).

Mais & présent on pose :(_F(o,_—.o de sorte que le schéma devient :

° a0 — 2
(A= Ag) 0 =ty @ + oy [ 1= Aey ¥ 8] (- )" D

On utilise, comme en 6.2, le schéma de Prager pour dé&finir 1'évolution squelette associée,
On a donc :

&= X4e [ “(o;w_—\"g: )ZJ D @2

vee : o= g /[ A-Ag(m)] 3 Ye = Yo/ 1-Ag(m) , ¥(m)
sous réserve que : "181:‘\” A?KI' <4 % :gu.:oo A‘B <4

L'écrouissage est ici du genre isotrope, entre Yoet

’%l':)noo Ye()= Ya/\( A A-z(w)z_ (36)

Les résultats expérimentaux indiquent que Ye_ tend vers sa limite de facon approximativement
exponentielle [25] . On peut donc envisager de prendre As_ constant (pente constante aprés

inversion) et

Bz A-exp(=/mmp) ) Mo= § NZo= Y2t an
L'accomodation de cycles d'amplitude de 1'ordre de Z, est alors effectuée aprés un "trajet
d'&crouissage" tel que le nombre de cycles soit de l'ordre de la partie entiére de M. La
premiére charge présente un effet d'écrouissage. Si les cycles sont d'amplitude petite rela—
tivement 2a 2?, et toujours sous réserve de la constance de “ , l'effet de consolidation
devient négligeable sous sollicitation oligocyclique. On note que 1'éq. (35) n'est plus expli-
citement int&grodifférentielle. On peut intégrer pas a pas 1'éq. (35) et 1'éq. (22) donnant

0( . Pour : m. de l'ordre de 10 on obtient l'évolution de la figure 9a. Cette &volution
est analogue au ré&sultat expérimental de (25). Sur la Fig. 9b les &volutions sont cycliques
non simples.

Les &q. (35) et (36) conduisent 3 remarquer que l'effet de consolidation peut
étre analysé méme si les ré&sultats expérimentaux ne permettent pas d'introduire de fagon
précise les notions habituelles de plasticit&. On a vu que celles—ci ne sont introduites
qu'au niveau de la définition de 1'&volution squelette, fictive, représentative des grandes
lignes des propriétés stationnaires. De plus cette introduction de la notion de plasticité

est faite préalablement & tout effet d'@arouissage capable de la masquer ultérieurement.
3 g
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6.4, A température relative &levée et pour ;D assez grand, la loi constitutive doit com-—
porter les termes d'écrouissage envd . Ce point, &tudié en [f] , n'est pas détaillé ici. On
se borne & rappeler quelques résultats illustratifs en traction simple a o) constant (cf.

Fig. 10a) sollicitation cyclique (cf. Fig. 10b) et en fluage (cf. Fig. 10¢).
7. Simulation numérique pour une structure &crouissable par consolidation

7.1. La contribution (g &tant une perturbation de CZi il est possible d'employer une
loi telle que (32) dans un code adapté i la prise en compte de Cziseulement. Pour obtenir un
tel code il faut compldter un algorithme permettant d'analyser une premiére charge élasto-
plastique [26] en lui ajoutant celui déterminant € et les &tats de référence C5h. On peut
alors obtenir, par exemple, des &volutions de traction simple telles que celle de la Fig. lla.

7.2, L'identification d'une loi, tensorielle, telle que (35) est basée sur des résultats
d'expériences sous sollicitations cycliques. Si 1'on se borne i identifier sur la premiére
charge seulement on peut employer un schéma, également tensoriel, du genre de Prager, avec
Ecrouissage isotrope (cf. Fig. I1b au sujet d'un acier inoxydable).

7.3. A 1'aide de cette identification approximative on peut envisager de simuler des
structures mettant en jeu des états de contraintes assez simples. L'exemple considéré ici
est celui d'une coque axisymétrique sollicitée sous pression interne I? . La cuve sphéroto-
rique est schématisée sur la Fig. llc qui donne ID en fonction du déplacementlJA du point
sur l'axe. Les paramdtres de Lamé et ceux de la géomdtrie sont ceux de [27] ( L=D= 1C)IN)
r=0.06D h 0.004D,E=310 Psx)La premidre charge indiquée sur la Fig. llc est celle de £273.
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Figure la : Typical flow curves for copper alloys at 500° C (pure copper, 0.05 % O copper,

Cu - 9.5 % Ni).

Figure Ib : Typical stress-strain curves for Zr - 0.7 % Sn allcy at 775° C.
Figure lc : Deviatoric and isotropic typical stress-strain curves of law cycle fatigue for
a dry sand (notations V and X are for volume and boundary positions of the
Triaxial box).
Figure 1d : Typical biaxial test (Oy= 6-3= 1 bar) on dry sand : deviatoric stress and
density limits are independant of the initial state.
o D’ E’ O;PS
7
A
=
i
Figure 2a : Typical hysteresis loops. F O 4
Figure 2b : Nayroles state diagram for series—parallel
model (OT"PS is the actual stress in the Fig 2a

friction slider element of yield stress Q) Fig 2b
g
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Figure 3 : Piecewise continuous variation
of the "help" function W in a simple cyclic
evolution. Figure 4 : Piecewise continuous variation
of the "help" function W in a non-simple cycli
evolution.
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Fig. 6b
Figure 5 : Typical stregss-strain hysteresis loops Figure 6a : Graphical interpretation of the
in the "pure hysteresis" case (O =°:1). method allowing to obtain a first

approximation of the constitutive law
properties : pure hysteresis forO;_
definition,

Figure 6b : Purely elastic case for Gé'
definition. .
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Figure 10a : Strain-rate hardening for
monotonic strain case (Ref. [7] ).
Figure 10b : Strain-rate hardening for
cyclic strain case (Ref. [7] ).

Figure 10c : Typical creep curves given
by constitutive law of [7] .

S500°C

4 E

Figure |1b : Experimental and calculated
stress—strain curves for a stainless steel
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Figure lla : Typical stress—strain hysteresis
loops calculated in the simple traction case
with Ref, {26] finite element code.

Figure llc : Internal pressure P versus

apex displacement 1; for a stainless
steel spherotoroidal shell.
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