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BIAXIAL NOMINAL STATE OF STRESS AT THE CRACK FRONT
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In fracture toughness testing with CT-specimens there is an uniaxial nominal

stress state caused by the nominal stress py perpendicular to the crack surface.
This paper investigates the question whether the fracture toughness, or generaliy
speaking, the fracture load, is influenced by additional nominal stresses p>< and

pZ in the crack surface, i.e. by a multiaxial stress state.

If the theory of fracture mechanics is applied in the generally used form, an
additional nominal stress px normal to the crack front (x-direction) will not
influence the stress distribution in the crack area. Refining the theory results
in trivial changes of the normal stress dx and the displacements ux and uy.
There cannot be deduced any effect upon the fracture toughness from this.
According to the experimental results being published so far, there is either

no influence of p)< whatsoever, or the fracture toughness is increased by px'

An additional nominal stress pZ in direction of the crack front (z-direction)
cannot be analysed by the two-dimensional theory. However, when determining
the fracture toughness with CT-specimens, such a stress is required. This is
accomplished by the specimen thickness, which must be big enough to prevent
transversal contraction. Conseqguently, plane strain conditions will arise with
a transverse stress of corresponding size. Whether an even higher nominal
stress pZ caused by external loads will have any influence on the fracture
toughness cannot be proved by theory. Considering the mechanical be-

havior of the material, this is not to be supposed. Some former experimen-
tal investigations led to contradictory results. Theréfore, a series of tests

was carried out with tubular specimens having sharp longitudinal notches

made of cast iron and different steels. They were loaded by internal pressure
and superimposed axial force. The test results show that an additional

nominal stress P, parallel to the notch does not reduce the load and defor-

mation at fracture.



1. Einleitung

In der linearelastischen Bruchmechanik wird die Bestimmung des Spannungs-
feldes in der Umgebung eines Risses als zweidimensionales Problem behan-
delt. Man geht dabei zunéchst von der denkbar einfachsten Geometrie aus,
namlich einer unend!ich ausgedehnten Scheibe mit einem dut 'igehenden Ril3
von der Lénge 2a, wie in Bild 1 dargestellt. Wird diese Scheibe, die sich in
der (x,y)-Ebene erstrecken soll, durch eine gleichmaBig verteilte Spannung o
beansprucht, die in groBer Entfernung senkrecht zur Rif3flache wirkt, also durch
einen einachsigen Nennspannungszustand, so stellen sich in Rifindhe die in

Bild 1 angegebenen Spannungen 6)(, Ey und 't‘xy ein, durch die der ebene Span-
nungszustand vollsténdig bestimmt ist. In den Spannungsgleichungen ist der

Spannungsintensitatsfaktor K, enthalten, in dem Belastung, RiBkonfiguration

|
und auBere Geometrie des jeweiligen Problems zusammengefalit sind. Im vor-
liegenden Fall ist Kl =g ﬁ_ Dieser Wert K, steuert gewissermaBen als Maf3-
stabsfaktor die Intensitat des Spannungsfeldes vor dem RiB, dessen réumliche
Verteilung von r und (P bestimmt wird. Tragt man, wie in Bild 2 geschehen,
die Spannungen in der Verlangerung der RiBebene (fur (p = 0) auf, so erhilt
man den bekannten Verlauf far Sx und 6’y mit einer Singularitat bei r = 0, Die
Spannungen gehen dort aus mathematischen Grinden gegen unendlich, was den
physikalischen Randbedingungen widerspricht. Erhdht man die Belastung durch
&, so wachsen die Spannungen proportional dazu solange an, bis bei etnem be-
stimmten Wert K' der Bruch eintritt. Dieser kritische Wert des Spannungsinten-
sitatsfaktors stellt dann die Bruchzdhigkeit ch des Werkstoffs dar. Sie wird
experimentell in aller Regel mit Compact-Tension-(CT-)Proben bestimm?, bei
denen die auBere Last als Einzelkraft senkrecht zur RiBebene aufgebracht wird,
wodurch in genligender Entfernung vom RiB die gleiche Spannungsverteilung er-
zeugt wird wie bei unserer Scheibe, also wiederum ein einachsiger Nennspan-
nungszustand. Wenn man den so ermittelten K _-Wert fir bruchmechanische Be-

lc
rechnungen verwendet, unterstellt man damit, daB mit der CT-Probe den ungin-
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stigsten Verhadltnissen Rechnung getragen sei. In jungster Zeit sind jedoch
Zweifel aufgekommen, ob nicht ein mehrachsiger Nennspannungszustand die
Bruchzéhigkeit beeinflussen und insbesondere herabsetzen kénne. Diese Fra-

ge soll im folgenden untersucht werden.

Das Problem ist in Bild 3 noch einmal veranschaulicht. Wahrend bisher allein
die Nennspannung py senkrecht zur RiBflache vorhanden war, soll nun eine zu-
sétzliche Nennspannung Py in x-Richtung bzw. P, in z-Richtung wirken.(Zur
Unterscheidung von den Normalspannungen im RiBbereich werden Nennspan-
nungen kinftig mit p bezeichnet.)Was kann man nun - zundchst von der Theorie

her - Uber die Auswirkungen von px und P, sagen?

2. Theoretische Untersuchunaen

Zuerst zu px: Nach der Theorie der Bruchmechanik in der Ublicherweise ange-
wandten Form ist fir ganz oder Uberwiegend etastisches Werkstoffverhalten eine
zusatzliche Nennspannung Py ohne EinfluB auf die Spannungsverteilung im Rif3-
bereich {1, 2]. Eine von Liebowitz und Mitarbeitern [3-9] vorgenommene Ver-
feinerung der Theorie erbrachte das in Bild 4 wiedergegebene Ergebnis. Hier sind
links die Gleichungen fur die Spannungen angegeben, wie sie sich nach der Ubli-
chen Losung ergeben, und rechts die zusatziichen Glieder, die den EinfiuB von
Py enthalten. Wie man sieht, ergibt sich bei Gx far px/py zwischen 0 und 1

- mehr interessiert nicht - hdchstens eine geringfligige Anderung, da in Rifndhe
das erste Glied dominiert. Der Spannungsintensitatsfaktor KI andert sich nicht,
mithin ist auch keine nennenswerte Auswirkung auf die Bruchzéhigkeit ch zu
erwarten, wenngleich die Theorie selbst hierlber keine definitive Aussage zulaft.
Zum gleichen Ergebnis flhrten auch Finite-Elemente-Berechnungen des Span-
nungsfeldes und Spannungsintensitatsfaktors in einer unendlichen Scheibe mit

RiB unter der Belastung durch Py und py s, 101.

Nun zu pZ: Bei ebenen Spannungsproblemen hiangen alle Spannungskomponenten
der betrachteten Ebene definitionsgemaB nur von den Koordinaten dieser Ebene
ab. Sie sind damit unabhangig von einer Normalspannung, die senkrecht zu ihrer
Wirkungsebene herrscht. Fur unser Problem bedeutet das: Die Spannungen Gx,
b‘y und 'rxy andern sich beim Auftreten einer zuséatzlichen Nennspannung P, =62

nicht. Sie sind fur 62 = 0 - den ebenen Spannungszustand (ESZ) - und €, = 0
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bzw. 6'2 =y (6)( + Gy) - den ebenen Formanderungszustand (EFZ) - die gleichen,
und damit ist auch der Spannungsintensitatsfaktor K, gleich. Flr die Bruchzédhig-
keit K|, jedoch ist die GroBe von GZ von mabBgeblicher Bedeutung. Bei der CT-
Probe wird ja ein ebener Formanderungszustand gefordert, den man verwirklicht,
indem man die Probe so dick macht, dafB die Querkontraktion unterbunden wird.
Dann entsteht die Querspannung S'Z =y (Sx + 6’y) so daB im Bereich der RiBspitze
ein dreiachsiger Zugspannungszustand herrscht, durch den das plastische Ver-
formungsvermogen des Werkstoffs stark eingeschrankt ist, was zu einer entspre-
chend niedrigen Bruchzahigkeit fuhrt. Ob eine noch hdhere, durch &uBere Lasten
hervorgerufene Nennspannung e, die Bruchzahigkeit noch weiter vermindert, laft
sich aus der Theorie der Bruchmechanik nicht entscheiden. Wir wollen deshalb
als nichstes versuchen, aus einigen werkstoffmechanischen Uberlegungen weitere

Aufschllsse zu gewinnen.

FaBt man den RiB als Grenzfall einer scharfen Kerbe auf, so kann man die Scheibe
mit MittelriB ersetzen durch eine Scheibe mit elliptischermn Ausschnitt, wie In
Bild 5 dargestellt. Ein groBes Verhaltnis der Halbachsen a und b ergibt dann
angenahert einen Rif3. Fur eine unendliche Scheibe mit elliptischem Loch unter
einem einachsigen Nennspannungszustand existiert eine Airysche Spannungsfunk-
tion, aus der man die Spannungskomponenten ableiten kann. Die Spannungsver-
teilung bei zweiachsigem Spannungszustand erhalt man im elastischen Zustand
als Superposition der Belastungen durch py und P, Wenn wir mit der Bruchme-
chanik davon ausgehen, daf3 die Spannungsintensitat vor der RiBspitze - also Gro-
Be und Verteilung der Hauptspannungen - das Bruchverhalten bestimmt, so mis-
sen wir untersuchen, wie sich durch zusatz!liche Nennspannungen P, und P, das
Spannungsfeld &ndert. Das Ergebnis ist in Bild 6 dargestellt. Hier ist die Span-
nungsverteilung vor einem elliptischen Ausschnitt mit dem Achsenverhéltnis

a/b = 4,5 - das fUhrt auf eine Formzahl von o(k = 10 - fur die drei Lastfdlle

py (px =p, = 0), py =P, (pz = 0) und py: P, (px = 0) wiedergegeben. Die
Spannungen Gx und 6‘y wurden aus der Spannungsfunktion errechnet, die Span-
nung SZ mit der Bedingung €, = 0 (EFZ) aus 6‘)( und Gy bestimmt. Wie man
sieht, unterscheiden sich die Spannungsverteilungen in Scheitelndhe wenig von-

einander. Die Spannung Sy fallt jeweils von ihrem Hochstwert stark ab, 6x nimmt
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vom Wert O rasch zu bis zu einem Maximum, um dann wieder abzufallen

und b’z liegt dazwischen. Merkliche Unterschiede stelien sich erst in gréBerer
Entfernung vom Ellipsenscheitel ein, wo alle Spannungen auf den Wert ihrer
jeweiligen Nennspannung abklingen. Im rein elastischen Werkstoffzustand fuhrt
eine zusatzliche Nennspannung Py oder P, also zu keiner gravierenden Anderung
des mafBgebenden Spannungsfeldes. Nun geht aber die Bruchmechanik davon aus,
daB sich vor der RiBspitze eine plastische Zone ausbildet. Wie sehen die Ver-

haltnisse dann aus? Dies soll anhand von Bild 7 untersucht werden.

Hier ist dargestelit, wie sich die Spannungsverteilung vor einer Kerbe beim
Ubergang vom elastischen zum teilplastischen Zustand andert und wie sich das
auf die Lage der Mohrschen Spannungskreise an der héchstbeanspruchten Stelie
auswirkt; schlieBlich sind die Ergebnisse der Kerbe auf den Rif Ubertragen
worden. Im linken Teitl sind oben die Spannungen 6‘x, 6’y und 6‘2 fur die Belastung
durch py unmittelbar vor dem FlieBbeginn wiedergegeben und darunter die zugeho-
rigen Mohrschen Spannungskreise fur die elastisch héchstbeanspruchte Stelle,
den Kerbgrund. Die Spannung 6’2 wurde dabei aus dem angenommenen ebenen
Forménderungszustand zu 6’2 =p (G‘X + 6‘y) errechnet, wobei einmal P, = 0

und zum andern P, = py gesetzt wurde. Fur die teilplastische Verformung wurde
linearelastisch-idealplastisches Werkstoffverhalten vorausgesetzt und als FlieB-
bedingung der Einfachheit halber die Schubspannungshypothese verwendet. Die
Spannungsverteilung nach FlieBbeginn - im mittleren Teil des Bildes dargestellt -
muB sich dann so &ndern, daB in dem plastisch gewordenen Bereich die grofite
Spannung, das ist Gy, parallel zur kieinsten Spannung, das ist 6‘x, im Abstand
O‘F verlauft, wahrend im restiichen Querschnitt die elastische Spannungsvertei-
lung - der Lastzunahme entsprechend vergréBert - erhalten bleibt. Die hdchste
Spannung tritt demnach an der elastisch-plastischen Grenze auf und wandert

mit zunehmender Plastifizierung vom Kerbgrund nach innen. Der durch 6’y und

bx festgelegte gréBte Spannungskreis 16st sich dementsprechend vom Ursprung
und verschiebt sich mit gleichbleibendem Durchmesser GF auf der 6-Achse nach
rechts; es ist ein dreiachsiger Zugspannungszustand entstanden. Die Spannung

bz liegt dabei stets zwischen 6')< und 6y’ gleichglltig ob mit g =0,3o0deru=0,5
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gerechnet wird und ob P, = 0 oder P, = py ist. Sie ist also ohne EinfluB auf den
gréBten Mohrschen Spannungskreis, der nach der Schubspannungs- bzw. Nor-
malspannungshypothese allein fur die plastische Verformung und den Bruch maf3-
gebend ist. Fir den RiB - im Bild rechts dargestellt - gelten die gleichen werk-
stoffmechanischen GesetzmaBigkeiten wie fir die Kerbe, nur in verschérftem
MaBe. Das heiBt, der groBte Spannungskreis rlickt noch weiter nach rechts in
das Gebiet dreiachsiger Zugspannungszusténde, aber wieder ist 62 ohne direkten
EinfluB auf seine GréBe. Das wiederum bedeutet, daB keine nennenswerte Aus-

wirkung von P, auf die Bruchzahigkeit zu erwarten ist.

Fassen wir die bisherigen Erkenntnisse zusammen: Bruchmechanik und Werkstoff -
mechanik liefern zwar keine strengen Beweise, wohl aber eine Reihe von gewich-
tigen Grinden dafiir, daB zusétzliche Nennspannungen P und/oder P, keine tech-
nisch relevante Verminderung der Bruchz#higkeit bewirken. Mit dieser Feststel -
lung wollen wir die Theorie verlassen und uns einigen experimentellen Ergebnis-

sen zuwenden.

3. Experimentelle Untersuchungen

Die wenigen bisher bekanntgewordenen experimentellen Untersuchungen zum
Problem des mehrachsigen Nennspannungszustandes sind in Bild 8 zusammen-
gestelit. Hier sind - ohne auf Einzelheiten einzugehen - die wichtigsten Ver-
suchsdaten und Ergebnisse angegeben, wiederum unterteilt nach dem Einflul
vonp_ und P,- Was die Wirkung von P angeht, so ergaben Versuche von

Hunt [11]1 an sternférmigen Flachproben mit feinen Schlitzen aus einer Titan-
legierung und zwei austenitischen Stahten, dal die Bruchlast bei zweiachsiger
Nennspannung - mit px/py =0,5und 1 - eindeutig hdher lag als bei einachsiger
Ubereinstimmend damit fanden Kibler und Roberts {121 an dinnen Scheiben
mit Sageschnitt aus Aluminium und Plexiglas mit zunehmendem Py stets einen
deutlichen Anstieg des Spannungsintensitatsfaktors beim Bruch, der z. B. bei
den Al-Proben fur px/py = 0,25 bis zu 25 % ausmachte. Von Ueda und Mitarbei-
tern [13) wurde an Kreuzzugproben mit S&geschnitt aus Stahl und PMMA inner-
halb der Streuung der Mef3werte zwischen Py = 0 und Py, = py praktisch keine
Auswirkung auf die Nennspannung beim Bruch festgestellt. Liebowitz [ 141
wiederum beobachtete an Al-Proben eine leichte Zunahme der Bruchlast mit

wachsendem Py

65— G 2/3



Der Einf'uB einer Zusatzspannung P die gréBer ist als beim EFZ, wie er

bei der CT-Probe vorliegt, wurde von Aurich und Mitarbeitern [ 15) untersucht.

Mit einer eigens dafur entwickelten I-fédrmigen Probe aus dem Stahl 22 NiMoCr 37
ergaben sich fur den Spannungsintensitatsfaktor Kmax beim Bruch ca. 25% nie-
drigere Werte als bei einer Vergleichsprobe, welche ungeféhr den Verhaltnissen
der CT-Probe entsprach. Dieses Ergebnis konnte jedoch in Vergieichsversuchen
der MPA Stuttgart nicht bestétigt werden, wo man im Gegentetl eine Erhéhung
ven Kmax beobachtete. Um hier mehr Klarheit zu gewinnen, wurde an der MPA
Stuttgart eine Reihe von Versuchen an Rohrproben mit einer scharfen Langskerbe

- ohne zusétzlichen Schwingrif3 - aus dem Grauguf3 GG-26 sowie den Stahlen

C 45 und 42 CrMo 4 durchgefihrt. Bild 9 zeigt die Probenform und -abmessungen.
Die Belastung erfolgte primar durch Innendruck, dem eine zusitzliche Léngs-

kraft Uberlagert werden konnte. Dadurch lieB sich das Verhaltnis der Nennspan -
nungen 6nu und 6‘n| in einem weiten Bereich verandern. Durch Dehnungsmes-
sungen an der Kerbflanke und an 3 weiteren, jeweils um 90° versetzten Stellen
des gleichen Umfangs wurde festgestellt, daB die Langsdehnung 1m Kerbbereich
gleich grof3 war wie in der vollen Wand. |m Kerbgrund herrschte also stets eine
Dehnung Ez > 0, deren GroBe von der jeweiligen Belastung durch Innendruck

und Langskraft - bzw. von Gn - abhing. Die Versuchsergebnisse sind in Bild 10

[
dargestellt. Die Diagramme zeigen, wie die Bruchnennspannung in UmTangs-
richtung - durch die der Bruch ausgeldst wird - von der Nennspannung 6n| in
Langsrichtung beeinfluBt wird, Wahrend beim GrauguB die eine Versuchsreihe
vielleicht noch eine leicht fallende Tendenz fir hohe Werte snl/Gnu erkennen
1aBt, ist dies bei der anderen Versuchsreihe und Sei den Stahlproben offensicht-
lich nicht mehr der Fall. Hier kann man trotz der bei den geharteten Proben

aus 42 CrMo 4 H und C 45 H relativ groBen - aber keineswegs ungewdhnlichen -
Streuung der Versuchswerte feststellen, daB die Nennspannung Gnl parallel

zur Kerbe - sie entspricht P, - keinen nennenswerten EinfluB auf die Bruch-
nennspannung Bnu senkrecht zum Kerbquerschnitt und somit auf die Bruch-

last hat. Auch das Verformungsvermégen bis zum Bruch wird durch eine
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zusatzliche Nennspannung parallel zu: Kerbe nicht beeintrachtigt, wie Bild 11
zeigt. Hier ist die an einer Anzahl von Rohrproben aus GG-26 mit Langs- bzw.
Rundkerben ermittelte Aufweitung 8 der Kerbe beim Bruch - gemessen als

Verschiebung der Kerbrander - Uber dem zugehdrigen Verhaltnis der Nennspan-
nungen Gnll/snl ,» die parallet und senkrecht zur Kerbe wirken, aufgetragen.

Man erkennt eindeutig, dafll sich selbst fir diesen spréoden Werkstoff die Bruch-

formanderung durch eine Uberlagerte Nennspannung & I deutlich erhoht hat.
n

4. Zusammenfassung

Versucht man abschlieBend aus den beschriebenen theoretischen und experi-
mentellen Untersuchungen ein Fazit zu ziehen, so wird man bei aller Vorsicht
doch sagen kénnen, dafl nach dem gegenwartigen Stand der Erkenntnisse die
Tragfahigkeit technischer Bauteile durch zusétzliche Nennspannungen 1n der
RiBebene von einer CréBe, wie sie in solchen Bauteilen auftritt, offensichtlich
nicht beeintrachtigt wird. In Anbetracht der Bedeutung dieser Frage fur die
Sicherheit von Komponenten und Anlagen erscheint es jedoch angebracht,

weitere Untersuchungen - insbesondere auch mit GroB3proben - vorzunehmen,
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Bild 1: Unendliche Scheibe mit RiB3

—8— G 2/3



Literatur

[11

21

131

141

5]

L61

191

1101

1111

1121

1133

114]
[15]

Hilton, P.D.; Sih, G.C.: Calculations of Stress Intensity;
Finite Element Method.
In: Mechanics of Fracture |, pp. 472-475, Leyden 1973

Hilton, P.D.: Plastic Intensity Factors for Cracked Plates
Subjected to Biaxial Loading.
Int. Journ. of Fracture, 9 (1973), pp. 149-156

Liebowitz, H.; Eftis, J.; Jones, D.L.:

Some Recent Theoretical and Experimental Developments
in Fracture Mechanics.

Fracture 1977, Vol. 1, ICF 4, Waterloo 1977, pp. 695-723

Liebowitz, H.; Eftis, J.: On the Significance of Load
Biaxiality to the Fracture Problem.
Trans. 4th SMIRT-Conference, Vol. G 5/1, San Francisco 1977

Eftis, J.; Subramonian, N.; Liebowitz, H.:
Crack Border Stress and Displacemenl Equations Revisited.
Engng. Fracture Mech. 9 (1977), pp. 189-210

Eftis, J.; Subramonian, N.; Liebowitz, H.:

Biaxial Load Effects on the Crack Border Elastic Strain
Epergy and Strain Energy Rate.

Engng. Fracture Mech., 9 (1977), pp. 753 - 764

Lee, J.D.; Liebowitz, H.: The nonlinear and Biaxial Effects
on Energy Release Rate, J-Integral and Stress Intensity Factor.
Engng. Fracture Mech, 9 (1977), pp. 765 - 779

Liebowitz, H.; Lee, J.D.; Eftis, J.:
Biaxial Load Effects in Fracture Mechanics.
Engng. Fracture Mech. 10 (1978), pp. 315 - 335

Eftis, J.; Subramonian, N.: The inclined Crack under
Biaxial Load.
Engng. Fracture Mech. 10 (1978), pp. 43 - 67

Miller, K.J.; Kfouri, A.P.: An Elastic-Plastic Finite Element
Analysis of Crack Tip Fields under Biaxial Loading Conditions.
Int. Journ. of Fracture, 10 (1974), pp. 393 - 404

Hunt, R.T.: Crack Propagation and Residual Static Strength
of Stiffened and Unstiffened Sheet.
In: Current Aeronautical Fatigue Problems, Oxford 1965, pp.287-324

Kibler, J.J.; Roberts, R.: The Effect of Biaxial Stresses on
Fatigue and Fracture.
Journ. Engng. Industry, Trans,ASME 92 (1970), pp. 727 - 734

Ueda, Y.; |lkeda, K.; Yao, T.; Aoki, M.; Yoshie, T.; Shirakura, T
Brittle Fracture Initiation Characteristics under Biaxial Loading.
Fracture 1977, Vol. 2, ICF 4, Waterloo 1977, pp. 173 - 182

Liebowitz, H.: Private Mitteilung. 1978

Aurich, D.; Helms, R.; Schmidt, P.; Veith, H.; Ziebs, J.:
The influence of the Stress State an ch'
Trans. 4th SMIRT-Conference, Vol. G 5/2, San Francisco 1977

G 2/3



y fpny

{Ux(l'.ﬂ)} _ K y -
oylr,ol " yamr ::F))(
Txy(r,ﬁ) =0 e
0z = 0 (ESZ) -
QN
\\\\B
X F4
{p=
Bild 2 Spannungsverteilung vor der RiBspitze Bild 3: Méoégliche Nennspannungen
y
] N
0‘=\/2'r+r'ms};;(1 -sin%sin 3%9) -(1-a) py Ju (€S7)
¢ -
0y=v7%.cns%(losin%sm37\p) lutorson) (frre, 0,
K -
n,:ﬁsm %cos %m:iT‘P B Tyl
ubliche Losung aus Py Einflufl vonp, Einflull der Dicke B

la=p/p,)
Bild 5: Unendliche Scheibe mit etliptischem

Ausschnitt

Bild 4: Spannungen im RiBbereich

—10— G 2/3



Py
8
o
py O
L
Oy
o]
y y ¢
X = r
1 0 a
a/b:l?S - Px/pyz[] pxlpy:1 pX/'py 0
p,/py=0 p,/py =0 p,/py 1
R ;=0 €0 e 0
Bild 6: Spannungsverteilung vor einem elliptischen Ausschnitt
Kerbe Kerbe |
elastisch(p=03) orl° elastisch-plastisch{p=03= 05)
(FlieBbeginn) k:‘:.g| SH:0:- 03=0
ind - Of o r -Of - -Of -
=5)
5y— Ox
el el
o o=plogray)  ilp,=0)
07=07+P; ip22py)
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