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ABSTRACT

On the Department of Structural Analysis of the Faculty of Civil Engi-
neering of the Czech Technical University (Prague,Czechoslovakia) the
stress - strain behavior of a thick - walled cylindrical prestressed concre-
te pressure vessel with originally designed secantial cabel arrangement was
investigated since 1956. Finite differences method working with displace-
ments expressed in generally curvilinear,especially cylindrical coordinates
is derived and computed taking into account geometric irregularities. The
large resulting matrices were decomposed in fields according smaller parts
of the cylinder. The experimental solution by photoelasticity verified the
computed stresa field in the environs of the holes.

1. Einleitung.

Die Idee der Ausmutzung des biolog:lscheg Schutzes des Reaktorkerns - der
dicken Betonwand - als Tragkonstruktion zur Ubernshme des hohen Innenfiber-
drucks und der thermalen Belastungen fiihrte in den Jahren 1956-57 zum origi-
nellen Entwurf der s.g. Secanten - Vorspanming und zu theoretischen Unter-
suchungen des Spanmings - Dehmungs - Zustandes des dickwandigen hohlen Beton—
zylinders in verschiedenen Belastungsbedingungen.Es handelte sich damals um
Entscheidung in ganz elementaren Problemen.Die erste Frage hiess:Ist es fiber-
heupt technisch mdglich Vorspannung in ausreichender Hbhe zu erzeugen,um den
ﬁberdmck von fast 100 Atm bei genug grossen Diametern des Zylinders zu fiber-
tragen?

Zur Beantwortung dieser Frage misste also ein miglichst schmeller Bere-
chnungs ausgearbeitet werden,der asber zfigleich eine m#glichstbreite Informe-
tion tiber die Eigenschaften des Spammungs - und Dehmungafeldes in der Zylin-
derwand bringen wiirde.Erfahrungen lsgen damals nicht vor. Die franz8sischen

Konstruktionen in Marcoule wurden fir erheblich gtinstigere Belastungspara-
meter entworfen.
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Erat splter nach der positiven Beantwortung der Grundfrage kSnnten die
Einzelheiton des Spanmngsafeldes untersucht werdsn - so z.B. die Spannungser-
hShung sa Rande der L8cher,die Spanmingslage in durchgebohrter Zylinderdecke,
Uswe

2. Spanmungs - Dehnungs Analyse des Zylinders mit steifen Endquerschnitten.

Diese Analyse wurde in der SSR tum erstenmal in tachechischer Sprache
anfangs 1958 ver8ffentlicht,im Auslande denn in der ersten Nummer der NUCLEAR
STRUCTURAL EGINEERING 1965 [1]. Die dort enthaltensn Gleichungen und die da-
reus gewonnenen Schlfisse sind hier nicht zu erwfhnen.Es s0ll mur darauf hinge-
wiesen werden,dess die Formeln f#r die Berechming der einzelnen Spanmungs -
und Verformungskomponenten in verschiedenen Belastungszustlnden,das sukzes-
sive Vorspannen der einzelnen Kabelztige mit einberechnet,unter Berficksichti-
gung der Tatsache abgeleitet wurden,dass der Betonzylinder und die Vorspan—
nungskabels zusammen ein hochgradig statisch unbestimmtes System bildem. Die
Belastung an der Susseren Oberfliiche des Zylinders ist demgemHiss ebenfalls
statisch unbestimnt und Berechmng deren Gr8sse selbatverstindlich jeder
Beurteilung des Spannungszustandes des Betonkdrpers vorangehen mmss.

3. Spanmungsanalyse des Zylinders mit der Netzmethode.

Hier soll kurz die I8sung des Spanmungszustandes des dickwandigen Zylin-
ders mit Hilfe des Differenzenverfahrens beschrieben werden,die in den Jahren
1967-68 abgeleitet und mumerisch gepritft wurde.

3e.1. Lomé -~ sche Gleichungen in Zylinderkoordinaten.

Die Lamé - schen Gleichungen in Vektordarstellung lauten
(A +20) grad div @ -G rotrot B+¥F =0 (1)
mit den tblichen Bezeichnungen

= nE ( 2 Lamd - sche Konstante)
(m+1) (=+2)

= —B2E (= Schubmodul)
2(m+1)

E ( = der Young’sche Elastizitfitmodul)
m ( = Poisson’sche Zahl)
und mit

T = Verschiebungsvektor
¥ 2 Vektor dor Volumenkrifte.
Fdr den Spezialfall der Zylinderkoordinaten r, ¢, z (Bild 1) mit Rdcksicht
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auf ihre OrtogonalitSt kann die Gl.(1) in folgender Foram in drel Skalaraus-
drficke zerlegt werden,in denen noch der Binfluss der Temperaturfnderung ung ist:

auage
2(m-1) [ %(u.r)f")]ﬁ‘) + (m 2)[ a u(v’(f) + u(!)fk)] .
+m éva’f") + (4~ 5m) vw) +
+ mW (r)(x) -

-2
- 2me N TV +T=F, = &

-2 {[2(VAT1T +VER) ¢ 2BV PP+ L
rm FUPS - (4 -3 HUY + (2)
* ™ ‘-:-'W x)(p) _

- 2(m"1)a(.$-‘T“) +-""—‘G'—2- Fp =&

(m-2){ ¥ (rW”)” AWM v WO+
m(umir) 'U. ) m %VMM
- 2 (m+1) «T® + "‘c,'"" F -8

Die Bedeutung der Symbole U,V,H ist aus dem Bild 1 ersichtlich,weiter ist

<L Temperaturdehmngsnass,

T = Temperaturfinderung in °C. Durch die unteren Indizes ist die entspre-
chende Projektion gekennzeichnet, die oberen eingeklemmerten Indizes bezei~
chnen die partielle Ableitung.Im rotationssymmetrischem Fall, der in den
nachfolgenden Berechmungen in Frage kommt,werden die Gl.(2) entsprechend
reduziert;es gelten mur zwei Gleichungen:

+ (m-2) u(:)(z)

- 2(m°4)o<.Tm +

) J ) .

mW o)) _
EER =0

2(m~1)[_‘,'~'(uf)

(3)
(m-z)[%(rw"’)"’] - 2(m-1)w(:)(:) (umrr) u, )

- 2(m+1) «T® + mGz Fe -8

Im Falle des in z - Richtung unendlichen Zylinders kommt eine weitere Re-
duktion in Kraft; es bleibt mur eine Gleichung tibrig:

[1(Ud)] -2 T = e ()
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Die Berechmung der Spanmngskozmponenten aus den Verschiebungskomponenten
U,V,¥ erfolgt nach den bekannten fysikalischen und geometrischen Beziehun-
gen der BlastizitBtstheorie. Im rotations symmetrischen Fall handelt es
sich um die Spammngskomponenten (., 0. ¢ g  Tpge

3.2. L8sung in Differenzenverfahren.

Eine beliebige Funktion f(r,s) kann in der Umgebung des Punktes A(ri.zd)
mit dem Taylorischen Ansats

£lrgoh, 2 €1t ng 2 e e (s J[eC) (FN200(F) oDy ae@22],
(5)

beschrieben werden (Bild 2). Im Zusammerhang mit den Gl.{2)bis (4)werden
in der G1l.(5)mxr Glieder zweiter Ordming beibchalten. Wird mm der Dif-
ferenzenersatz der ersten bzw.zweiten Ableitung von f£(r,z)beispielsweise
in Richtung r in der dreigliederigen Form

By = XLy g% Aly 5% TTha,g (6)
gewihlt,k8nnen die Koefizienten o', A', 7' fér die erste,bzw & , A% 7'
fiir die zweite Ableitung mit Gl.(5) bestimmt werden. Mit diesen Koefizien-
ten ergeben sich die Ausdrficke flir die Ersfitze der nStigen Ableitungen.

So gilt es z.B. far

(r) - iy v (8- )i v Ehifing 4

t = .1

iJ f‘.g‘._‘(s‘, ;i-1) h, (7)
(eIr)_ _Cificng — (Biaef)fiy + €t 2

Ty T2 fan G+ for) = (8

und hnlich far £7)(3)nit Bonutzung der relativen Gréssen § o

laut Bild 2. !

Nach diesen Ansftzen kinnen die Ableitungen in den Lamé?schen Gl.(2)(3)(4)
und selbstverstindlich auch in den Formeln ffir die Spanmungskomponenten
ersetzt werden.

Zir Illustration stehe hier der Ersatz der Gl1.(3):

+ Wi, 2(m-1)ﬁi§-,(2-§r?‘l) - .

~Wig {2 lm-0)F; 26 g0+ - SO BE) + 26mD G o)} +
+ u-i.ﬂ.é 2(""1)?15§i-1 (2+ 8§ %) *

Ui 2(m-2)‘§:',1“ -

Uit 2(m-2)Fan ¥
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2 2 2
Wi Vg L) Mo gl
+ Wiy -1 mfin "fi)"[i +We; m(§: -zf".-)'(‘l[,- -z"],,'-q) vt m(§i- S;")"la"'
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2
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—u,',1'i-1 S:.q 1'[; "L + uiﬂljl"._(ng‘?[:’-l) S;’.l + u‘.;,ha'r'l 5(3-1 11?-1 m =

i aTRE R 4 Cod B b

T

-(3a)

/

Diese partjellen Differenzengleichungen miissen fir 200 bis 300 Punkte des

Netzes f¥r ein Viertel des axialen Schnittes des Behf#ilters (Bild 3) ge-

schrieben werden, d.h. 400 bis 600 Gleichungen. Um die Zahl der simultan
geldsten Gleichungen zu vermindern, kann der Bereich der L3sung in Subzo-
nen geteilt werden.
Jede der Gl.(3a) enthflt Werte der Verschiebungskomponenten fiir Knoten,die
nur um eine Masche von dem zu bearbeitenden Knoten entfernt sind.
Das bedeutet,dass in den Ansitzen féir den Punkt 4, (Bild 4) der Zone .ﬂ-l
keine Funktionenwerte der Knoten in der Zone .f.,, also Jenseits der Grenze

T , erseheinen,und umgekehrt Pir den Punkt A. Die Zonen L, uwnd JL,
beeinflussen sich einander nicht. Man kenn also jede der Zonen getremnnt 18-
sen und die gleichzeitige Erfillung der Grenzbedingung verlangem. Durch die
beschriebene Zoneneinteilung wird zugleich auch die Matrix der Gl.(3a) in
Bl8cke zerlegt.
Es sei f(P,) gewisser Funktionemwert an der Grenze T » und £(Q) der Wert
derselben Funktion im Punkt Q im Innern der Zone JSb.. Der Wert £(Q) wird
als Einflusszahl lf (Pi'Q)' bezeichnet in dem Falle, wenn die Funktionen-
werte in allen Grenzpunkten gleich Null sind, mit Ausnahme des Punktes Pi’
wo der Wert f(Pi) = 1 zustande kommt. Dann gilt es fdr denm Fall der von
Mull verschiedenen Werte £(Py):

£(Q)

n
= g ( (2y,Q) £(P,)

(9)

Bei Bemmtzung dieses Gedankens fir die Aufstellung der Grenzbedigungen ge-
langt man zu den Ausdrficken
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U@ = U@ *+ [, u(me)- LR) + TR WER)
W@ -W,(@ + L F®a) LR +vEQWE)

(10)

Hier bedeuten
U (Q, ¥ 5(Q) Werte der Verschiebungkomponenten in Punkt G im Falle, dass

die Verschiebungen der Punkte der Grenze T alle gleich
Full sind,
weiter sind

%(Pi’Q) = U(Q), 'u(Pi.Q) = ¥(Q) bei U(Pi) =1,
%(Pi,Q) = U(Q), "(Pism = W(Q) bel W(Pi) = 1.

Die Gl. (3a) mit entsprechend eingesetzen Ausdrficken (10) ergeben ein
(Meichungssystem fitr die Berechnung der Verschiebungskomponenten U(Pi),
W(Pi) in den Grenzpumkten.

3.3. Bumerische Erfshrungen

Die Genauigkeit der Berechnungen hingt vom Charakter der Jeweils
wirkenden Belastung ab. Von den in Frage koamenden Belastungen spielt
der Thermalgradient in der BehMlterwand wegen seiner auffallender Vern-
derlichkeit die entscheidende Rolle. Sein Verlauf ist mit der im Bild &
schematisch dargestelliten Kurve charakterisiert. Soll die Genauigkeit in
allen Gebieten des Behfilters auf gleichem Niveau gehalten werden, muss
die Netzdichte in der NAhe der 8usseren und besonders der inneren Ober-
fl8che erheblich erhBht werden.
Wirken die Vorspannungskabels in teilweise gekrdmmten Bahnen mit verschie-
denen Durchmessern, kann ihre Beeinflussung des Spanmungszustandes ale
Wirkung gewisser Volumenkrifte X,Z in Anspruch genommen werden. Die Inten-
sitdt der Komponente X (Bild 7) ist z.B. f@ir den im Griindriss gekrfimmten
Kabel

X = = = - s 2=0, ) (11)

mit r = Durchmesser der kreisfdrmigen Kabelbshn. Ahnlich kern der Ein-
fluss der eventuell auch gekrtimmten L¥ngskabels eingefthrt werden. Dieser
Vorgang ermfiglicht die Tatsache zu berficksichtigen, dasa die Kabels in
Schichten mit verschiedenen Durchmessern situiert sind.
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Die Unterschiede in den Werten der Radialspanming G' und der Tangen-

t enspanmung Gy zwischen der angenfherten Annahne dea Ersatzaussendruc-
kes 760 Hp/nz und der eben erwfhnten besseren Annshme der Volumenkrifte
(in den Punkten 6,7,...10) zeigt Bild 8. Diese Unterschiede sind im Falle

6", nicht vernachlissigbar.

Dagegen hat sich der Einfluss der Wehl der Nacheinanderfolge der Kabel-
vorspanmung als sehr gering (von etwa 1,5 bis 2%) erwiesen.

3.2, Spanmngszustand in der Ungebung der L8cher.

Der Spannungszustand in der durchgebohrten Zylinderdecke wurde wie-
der durch Integration der Lamé?schen Gleichungen mit Hilfe der Netzmetho-
de geldst. Es wurde horizontales Dreiecknetz gemfiss Bild 9 bemtzt, das
verhfiltnissnfissig einfaches Ausdricken der Randbedingungen ermiiglicht.

Die bekannten Formeln fér die Ableitung der Punktion £ in Richtung 8

Qicos\f +.°._smxp

nn‘, ;Ip.

2 .2 X .
%£ cos?-pg%as«ntf + ’o?,;.u S\V\.zlf

(12)

(mit § =¥inkel des Strahles 8 und der x-Achge) liefern die nitigen Dif-
ferenzenersatzausdriicke der Ableitungen der Funktion £ im Punkt M:

ofn o ({; ) _a.f"_'.x_(f‘f { {p
(fk-z{n+ p) %{3“';:: (2fs*2ﬁ'2'&‘2fr'fo‘ﬁ\ ‘an)
(fs"'f -'F {) Qe -5'2"-

(13)

Der Taylor?sche Satr ermSglicht die Aufstellung #hnlicher Formeln f&r
den abseits des Knoten A liegenden Punkt N. Es folgt

of. Ofa ofu 2fa
B~ 2 - 7&,“ W“-a?-eg 2

(14)
nit A = AR.

Das Problem ist als eben aufgefasst. Es wird nfimlich eine ddnne ebene
horizontale Schicht behandelt. Diese Annfherung vereinfacht die L8sung
und ermBglicht deren Vergleich mit dem photoelastizimetrischen Experiment.
Einer weiteren Vereinfachung liegt folgende Idee zugrunde (Bild 10):
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Die Umgebung der Zylinderachse ist die Zone der hfichsten Konzentration

der normalen sowie tangentialen Spanmungen. Die Rotationssymmetrie ist

hier in hohem kasse gest8Srt und geht in doppelte Achsensymmetrie @ber.

Dies geht gua der quadratischen Verteilung der I8cher hervor. In Bezug

auf die grosse Dichte und periodische Anordnung der Ldcher ist auch die
Amshae zutreffend, dass nicht nur die Geraden I und III, sonderm auch

II und IV (siehe Bild 10) kOnnen im Rehmen der geforderten Gensuigkeit

als Symmetrieachsen angesehen werden. Das fihrt nattirlich zur weiteren

Berechnungsvereinfachung.

Die photoelaestizizetrische L8sung sollte vor allem die numerischen
Ergebnisse bestltigen und dabei noch den qualitativen Einfluss der stih-
lernen in die L8cher eingebetteten RShre begrte:l.len. Die Ergebnisse der
anslytischen L8sung sind in befriedigender Ubereinstimmung mit dem Expe-
riment, Die Binbettung fiihrt der Erwartung nach zur Milderung der Spa-
mngsunterschiede.

Augserdenm wurden mit Hilfe der tensometrischen Messungen besonderer
durchgebohrten Prismen die Parameter der Anisotropie der Zylinderdecke
bestimmt,

(1] sERVIT, Radim: Stress analysis of prestressed concrete reactor
pressure vessels with secantial ceble arrangement,
Nuclear Structural Engineering 1(1965).
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