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This paper is devoted to the analysis of the physical back-ground of a discrete
memory definition, previously used in a tensorial formulation of constitutive laws describing
hysteresis and hardening (Boisserie and Guélin, SMIRT 4, L 1/9, 1977).

a) The effective stress & is expressed as the sum of two hereditary contribu-
tions O;_and O';.of discrete and continuous memory types respectively. Using as an heuristic
tool the well-known models with springs and friction-slider elements a tensorial formulation
of o-a_is then obtained easily. However the discrete memory definition is proceeded introdu-
cing a scalar auxiliary function W ("help function"), the physical meaning of which is not
given. The G'a, contribution plays an important part in the whole theory : the use of W and
others points of the theory has to be justified.

b) The approach is based on a of the springs and
friction-slider elements models. The resul volution (performed
at a fixed isothermal temperature Tp). The analysis can be immediately extended to the tenso-
rial definition of pure hysteresis contribution .

c) Mains results can be presented as follows : 1) the thermodynamic description
of pure hysteresis can be done by the means of two, and only two, state variable rates
strain rate &D and "entropic" rate To & (say I ). 2) The Gibbs equation is of discrete
memory form. 3) The received reversible power TT is :Ghgod if Ozr 1is the actual
reference stress tensor, chosen by "help function algorithm" in the actual discrete set of
memorized stress (Jg1 (associated to the inversion points of the cyclic evolution). 4) The
thermodynamic description is based on the discrete memory Gibbs equation : & = I + Oz D
5) The help function rate W is equal to the intrinsic dissipation @ (equal toCRad — T ).
6) The loading~unloading criterion expresses the non-decreasing variation of @#. 7) The pre—
viously defined "hardening progress" parameter is a cumulated intrinsic dissipation. 8) If
the monotonous first loading curve O:;(E.) is given, all properties are determined including
the Taylor-Quinney "effect" which is then reduced to the energy balance : however, for an
alternative procedure, two fondamental curves, heat rate @ and I (£) are necessary to

define all the properties (generalization of De C any evolution along
a given fixed cycle the thermodynamical rates are (Bridgman analysis)
the 03_ contribution of the constitutive law exp properties" previous-—
ly introduced, and pure hysteresis implies no har case 1, 2, 3 or

4 of the four parts of O}, can be different from types can be consi-
dered and the monotonous first loading curve is n properties. 11) A

new thermoplasticity theory is introduced.



1. Introduction

1.1,

Dans la référence [IJ on a proposé une formulation tensorielle de loi constituti-
ve décrivant 1'hystérésis mécanique et 1'&crouissage de continus simples, isotropes sans en—
dommagement. Un bref rappel rend cette note autonome. On dé&signe par DJ et ® respectivement

le taux de Jaumann (en rotation propre) et la dérivée particulaire (en suivant le mouvement).

Hypoth&se 1 ; le taux du tenseur contrainte de Cauchy est la somme :
)
D,o= D, + Doy + D0,
de 3 contributions, D,0; 2 mémoire discréte, D, 0, et DJO; 3 mémoire continue. Seul DJO'\'/

dépend de la loi de temps de la suite des &tats traversés.

Hypothése 2 ; Si oD note le tenseur vitesse de déformation, le corps est au
repos (D = 0) depuis un laps de temps au moins &gal & un temps caractéristique tc anté-
rieurement & l'instant initial de 1'évolution. Soit H la fonction Heaviside, X une fonction
de relaxation & support borné par 'tc, fv(.‘b) une Fonction Tensorielle Isotrope (FTI) et
Av('vl) une fonction scalaire du paramétre d'avancement de l'écrouissage"t , 8calaire positif
non décroissant défini ci-dessous par (11). Alors :

Hypothdse 3 : (J,, est la somme de deux produits de convolution fv x* X&) et
[Avyv]* H(t) s Compte tenu de 1'hypoth&se 2 :

t
D, it} = D,07m + D, Ov = [ X0}, 20 4 xTtx)f(0) e | + [ Autmee) [ (1] @
avec @ 't,‘ =0 VvV t < te et : «z=t-tc v > t. (par exemple)
Pour définir _,O'é_ on a introduit en [l] une hypoélasticité 4 mémoire discréte :
D,5= h(g-Gg , D, w) 3
oii w=1 ou 2 est le paramétre de Masing, O—R.R une contrainte, dite de référence, constante
par morceaux —de méme que §- et h une FTI  particulire s'annulant avec D
h=2,4+a,2 + 2a,(c;- %,) 0]
homogéne de degré — 1 par rapport 3 t grdce 3 :
o= o€y roly AM + A5 AN gz s 5 Rz oz Eov % bM + ¥gAN (%)
Dans (5) les X sont des fonctions de ¥ et des invariants AS; ( <= 1, 2, 3) de :
Q;_ O";_& . D'autre part E.,. note la trace de & et :
— — 2
AM = tr(oa-oigy® 5 AN = Tr(oa-0aa)°® (6

Pour définir # et QJ-.—R il faut définir un critére de charge-décharge.

Hypothése 4 : L'instant t est instant d'inversion tz si entre t et t & dt
SWL < O ¢))]

ol _est une fonction d'aide définie continue non décroissante par morceaux, de différen-
tielle :

OLWL= tY‘(O:.—O;R)Q dt (8)
si (?) est vérifié (3) doit &tre mis en oceuvre avec de nouvelles valeurs de OJ.-R et
(Fig. 1 et 2). Un usage commode de W,_s'obl:ient en posant (cf. [17) :

R 2
Wo(tre)=o 3 W=zec W, ; ¢c=2/w )
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On sait qu'il est alors possible de construire un algorithme :

LI ", o
a%(w)'d,\/\/:_)%[w;oém;o:g (10)
déterminant, par arc o de branche K, le scalaire w, la suite des &tats mémorisés q"et
1'é1ément de cette suite O:_R (Fig. 1 et 2).
Hypothé&se 5 : On pose :
t w
'7=:J1_f te (6a- oag’ M VD &) do an
© Yo
Hypothése 6 : La définition de DJ,O_;' est analogue & celle de ]?Jq‘, Le role de
&V est joué par une F T T :

Jg=Dy0 ~3-1 - 3,(0;- o3) a2

dont la définition est lige & (4) et (5) selom :

Go= Vo €y + Y3 BM + Y &V 9= % Eq v W AM + ¥, AN
Yj= 0()3’:?3('7) 5 Oéi/;- < 4 5 J:‘-o;"‘/‘ ;t=,2,3

2

(13)

Les rdles de X et t sont jouds par @ et X tel que :
X = oL47 (14)

par exemple. La somme des deux convolutions ést alors :

X
DJ‘E::DJC’EM +%ogu=[cf(o)J; + %jx c(&, ) fa(z) :{@)4‘44-[%(1()0) f}(x)] as)

ot Xy = Xo ¥V X-X%. g Xe et 1 Xy=X-Xo ¥ XoXe > Xg par exemple.
Hypoth&se 7 : Pour 1'@volution réelle on remplace oa-_et: 05 par O dans (3)
et (15).

Hypoth&se 8 : Les tI de 1'évolution réelle et de 1l'évolution fictive associée
définie par CE. seul -&volution gquelette- sont les mémes. Avec (2) et (15), (1) est une som

me de 5 termes :

Do = Do (D% + Dy 0vn) + ( D, 05 + Dy T5u )

et la loi constitutive est intégrodifférentielle :

D,6 = h(o-or,2,w) +[ 6}, + [xG-<) Jeyde] +[ A, £,] +
[cf(")ja(DJG') c- "7{)- + %f(e’(X-a)f} ";LL—S o ] +[A‘}¢f}(n-'°-’ o-_c;)]
Avec (l11) elle s'explicite par (3) 3 (6) munis de (7) & (10), par (2) et par (12) & (15).

(16)

1.2. La conception phvsique sous-iacente

Avec (1) on suppose que les propriétés du continu peuvent &tre décrites par la
mise en jeu et l'interaction de 3 contributions dissipatives relevant de descriptions hérédi-

taires et correspondant 3 trois classes de processus microstructuraux dissipatifs.
1.3. La question envisagée ici

La contribution Oé joue un rdle important. (hypoth&se 8, définition (11) de‘V( s
définition (14) de X).

Or la définition de Oé_ est 3 mémoire discréte définie par (7) & (10).

Il s'agit ici d'examiner le sens physique du critére (7) de la fonction d'aide

(8) et du paramétre d'écrouissage (11). Dans ce but il faut proc&der & une analyse thermody-

—3— L 1/6



namique. Comme en [1] , le mod&le paralléle (& couples ressorts-patins en série) est un outil

heuristique bien adapté.

2. Thermomécanique d'un mod&le & ressorts et patins
2.1. Le modéle parallé&le de couples ressorts patins montés en série

Comme en [l] on note 3"(e) la fonction de répartition des modules de rigidité
des couples de seuil de déformation compris entre e et e + de (g(0) = g'(0) = 0). Le modéle
est comnlétement défini par g et un ressort c&libataire éventuel G’w , sans contrainte
résiduelle dé&s que s'annule la force appliquée Si G;, note la rigidité totale :G’w.p gr(oo)

on a (premidre charge)

o) & = .
- g1+o;z ___[Gabe_t{;_ggu(e).,le,] +[f°33”(e)°l'e] = G, & ——L(E— e) g,/[ejo(Q an
et en intégrant la dernidre expression :
Q&)= Goz -~ g(2) (18

2.2. L'8quation de Gibbs du modé&le

Soit To la température constante du modé&le. L'équation de Gibbs défini ume
fonction de "désordre de structure" I (ou S, si I noteT,S ). Soit .j)e et ﬂ les puissances
des efforts extérieurs et intérieurs, directement opposéesenévolution quasi-statique. Soit
E , ¢, 11 et C-? 1'énergie interne, la dissipation intrinséque, la puissance reversi-
ble regue et le taux de chaleur regue ASSOCIEE AUX IRREVERSIBILITES INTERNES INTRINSEQUES DU
FROTTEMENT. Avec De Carbon [2](1942)on note que é est un infiniment petit d'ordre 3 rela-
tivement & Jg pour toute évolution faite au voisinage & droite d'un instant d'inversion
Cette '"quasi reversibilité&" entralne :

Hypothése 9 : Lors du chargement défini par &80 , 1'équation de Gibbs est

. - K,d
E=T + Q" & (19)

o4
Hypoth&se 10 : A 1'état initial neutre O.;LR est nul,

La description thermomécanique est :

é:i -#TT (20)
¥, o
M= G D . . (21)
EwR=-T0=0 I-Q =920 (22)
«, b
d R T =2-TMz CaD-T =(Gm-Td)D = WL o)

De méme que l'équation de Gibbs, la puissance reversible regue est 3 mémoire discré&te définie
ci-dessus. Par (22) on distingue que la somme du désordre créd et de la chaleur dégagée vaut
la dissipation intrins&que. Par (23) on constate que la fonction d'aide (8) a pour taux cette
dissipation intrins&que. Ainsi ’\? ,défini par (I1), prend le sens d'une cumulation de dissipa-

tion intrinsé&que.
2.3. Le modéle comme svstéme ouvert

Hypoth&se 11 : A chaque inversion du sens de sollicitation le modéle est un
systéme ouvert vis & vis d'un flux infini de neguentropie, délivré durant un temps infini-

ment court, compensant exactement la dernidre variation AI de I, produite le long de la
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branche précédent 1l'inversion considérée.

Il en résulte que I est variable extensive normale, mesure de d&sordre. Considé-
rons en effet, comme il est d'usage, 1'évolution ODO{,O(Fig. 3). Initialement : 0= £=0
A 1'état final : O=E= © , mais I > O (Fig. 4), ce qui exprime le désordre 1ié au fait
que les positions des frotteurs ne sont pas celles initiales En revanche, considérons 1'&vo-
lution constituée par une infinité de cycles symétriques centrés, d'amplitudes lentement dé-
croissantes et tendant vers O. D'aprés 1'hypothése 11 : g'_":'”I = © (Fig. 4) et de méme pour
& et G . D'un autre cdté on sait que le modéle a pour propriété fondamentale de remettre
ses frotteurs en positions intiales., Ainsi les taux fondamentaux de la description (20) i
(23) sont &D et T .

3. Ordre, chaleur, dissipation intrins&que

w
La puissance Je est la somme de O‘;JSZ) et ();_ 20 . or (L_Q) concerne le

frottement. L'analyse de De Carbon [2] congiste a4 calculer ¢ c'est 3 dire O;LQ. Avec (17)

-RE)=GLD=08 _ 25, (24)
Avec (22)
E(e)= g, @=&8c =1 (25)

. s .. e s
et puisque % est positif par définition :
.
)
Le long de la premiére charge la chaleur dégagée est inférieure au travail fourni : c'est

1'effet Taylor-Farren—Quinney [3] , intrinséque en ce sens qu'il refléte la conservation

d'énergie (22) et se trouve défini d&s lors que O:g_(i)est donné. Avec (25) cette définition

3
est d'ailleurs graphiquement immédiate: — @ est 1'ordonnée 3 1'origine de la tangente i ofg)
(F.gl;) . D’oil 1'indicatrice de taux de chaleur. L'indicatrice de § est immédiate : c'estove)
car T1= 0O par l'hypothése 10 (Fig. 6).

En &volution cyclique centrée sur l'origine, (24) et (25) deviennent :

- Q(2-2)= 4 [(0a- o) D — (£-8) &y (£-5a)] (26)
E(g-2e)= $[(G+GEa)D + (£-22)Cp(c-2r)] @n
T(2- &) = 4[(ea - Caa)D +(E- £y (5- )] (28)

Les indicatrices de _éet @ se déduisent des précédentes par affinité de rapport 2 et homothé-
tie de rapport 2 respectivement (Fig. 6). Une &volution quelconque est déterminde par la
donnée de I et é ou E et C'? . Tout est défini par la seule domnée de CX(E)ou $&). En
particulier é , donc AQ , est alors déterminé (Fig. 7). Les variations des taux sont
représentées sur les figures 8 et 9. On note que AE par cycle fermé normal est nul. Au prix
d'un dégagement de chaleur et de 1'installation d'un désordre progressif (par glissements
successifs des patins), l'essai de chargement fournit 1'information O'(E) révélatrice de la

structure du modéle et du comportement d'hystérésis pure, idéal, stable au sens de :

L) .a

O >0 5 C@ so0 (29
c'est 4 dire, sous sollicitation & oD constant :

¢ >o 5 ¢ <o (30)
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critére snalogue & celui de Prigogine [4]. On note qu'assez loin de l'inversion : §2G»oet
8§25 <o
Les propriétés d'hystérésis pure &tant insensibles au mode de chargement il

faut compléter (7) par :
Qs > o <

dane le cas ol CZE‘est imposé. Le critére est (7) et (31).

De méme que les proprié&t&s mécaniques, les dissipations sont périodiquement
restaurées. Une voie d'identification des processus microstructuraux associés est ainsi
dégagée.

Dans le cas élastique-parfaitement plastique les &volutions des taux sont celles
indiquées sur les figures 10. On note que durant la premidre charge (k = 0) : i': © . La
description est affaire de chaleur et de travail : c'est la conception de Bridgman [5] .
Deux positions de l'unique flotteur ne sont pas discernables en terme d'ordre. Durant la
premiére décharge i devient non nul 3 la plasticité c'est & dire dé&s que s'installe le

désordre de position relativement & l'état d'inversion, ce qui caractérise le frotteur.

4. L'analyse du comportement anélastique
4,1, L'évolution 3 température fixée en 1'absence de conduction thermique

si (7 note la masse volumique, e, i (='T:,A ),'CU' ) ':i/f les valeurs spécifi-
L
ques de E, I, fJet R , (20) & (23) s'écrivent :
. [ ]
fe = f" + fvw (32)
®,

pw = U Gz D (33)
()é _Y‘a_.-_'f.'rCl'oD 5 f’l.r -4 = ¢ 5 F(é-é,_): r(z-l—a_):f.?o‘,"@ (34)

d):O’SZ)-Tl = l'r(oa-c;g)oa +Tr 0, = b, + b= W + ‘bh (35)

oll Cbh est la somme de 4 termes Ch,m , ¢VH , q)g'm . d’gH .

Puisque |, 2, 3 ou 4 de ces termes peuvent &tre non nuls il y a 15 types d'écrou-
issages possibles.
Aux grandes valeurs de % , G Ovy et UH définissent les propriétés

stationnaires (au sens de [1])sous sollicitation monotone.
4.2. L'évolution en présence de conduction thermique

De méme que 1'on néglige les champs de forces extérieures, on néglige les taux
de chaleur fournis par actions & distance. En revanche, on note que, dans la conservation
d'énergie (34), figure explicitement le taux volumique g_ de chaleur fournie par le frotte-
ment interne intrinséaue des prooriétés de la contribution d'hvstérésis pure. En présence

de conduction 1'élément E_ du continu regoit done le taux de chaleur :

Jo v - f5p 3% ds

si q note la densité surfacique de taux de chaleur regue par conduction Alors (34) devient :

o =A4(r _ q. 4 5. .-
e r(ﬂ 1«.,&) + t 0—;)31.}, (36)
et la dissipation thermique est :
-4 q. T
¢'I' = T 1 It (37)
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Hypothése 12 : L'axiome de 1'&tat local est utilisé pour &tendre (32) selon :
¥l

fé = ‘fT".’ + o:n;joDL; (38)
Il en résulte que (36) prend la forme :
2 RN (. = d
04 -2 ol = 2(d v dar )

D'autre part les axiomes constitutifs, déduits de l'expérience, doivent permettre de définir

dans (36) non seulement e s 9 et O mais aussi fa assoclee a Ca

Dans le repére fixe orthonormé de vecteurs de base eL , la schema thermoanélas-
tique est alors de la forme suivante. Soit & les variables de Lagrange V V'e., la vitesse
du point M : oM = x;(d.‘,o,-t] e (c=4,2,3) et: 1e rx €. les vecteurs de
base des repéres corotationnels. A la conservation d'énergie (36) sont jointes les conserva-

tions :
plt) = pe) det (sci,q) 5Pz 04 (39)
les axiomes constitutifs classiques sont :
= -dm: ',(e..=C".f') (40)

&tant entendu que diverses lois de conduction peuvent &tre envisagées (cf [6] et [7],[—8]par

exemple). A cela s'ajoute la modification ue Duhamel-Neumann :
3(30+ 20 )T 4n

du taux de la trace de O donnée par (16) ( o¢ note le coefficient de dilatation linéique).
Comme en (34) il faut expliciter fa_ . De plus il faut &tendre le critére (31) : on peut
L4

envisager pour cela de prendre le taux de 0:7_ 2 T nul et en repéres corotationnels. D'oil :

((Dealy - 2%4T ) 2y >o 2)
ave ¢
DJ°_=[DJ°E|£$'ZCQ% =[Oy - Luog - Quoueoe 5 20 Ve, .V, (43)

Il est intéressant d'examiner la possibilité d'une formulation simple et standard de % . Un

exemple est :

inlt)= G2, -[D,oz.]q[rx&}r;@»)j D;, @) ¥ &lrlfr)dr] (44)
La descrlptlon est alors constituée par (3),(16), (36) et (39) & (44). De méme que la
deflnltlon (3) & (10) de O;, les formes (19) et (38) de 1'équation de Gibbs refl&temnt le
role central joué par la notion de MEMOIRE DISCRETE r9] . C'est par 13 que s'avére peu com—
mode le clagssement de la présente conception dans le cadre des formulations thermodynamiqies
classiques ( [10] s [11] ). On note simplement que dans la mesure oii elle souligne le lien
entre ordre, chaleur et dissipation intrinsé&que, elle peut &tre rapprochée de celle de DAY
(r12] (131 [14]). Il reste cependant & &tudier 1'utilité de la notion d'ordre dans le cas
anisotrope.,
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