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Completed Modal Integration (Komplettierte modale Integration)
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SUMMARY

Finit-Element-Programme benutzen in der Regel stabile Verfahren wie

WILSON-, NEWMARK- oder HOUBOULT-Methoden fiir die Integration fiber die Zeit.
Die Genauigkeit der Integration ist im wesentlichen wvom Zeitschritt At
abhdngig. Flir die Wahl von At ist neben dem Frequenzinhalt der Anregung

die Frage mafgebend, bis zu welcher oberen Grenze die Eigenfrequenzen der
betrachteten Struktur beziliglich Anregungsrichtung und -angriffspunkt noch
nennenswert partizipleren. Unabhdngig alse davon, ob direkte oder modale
Integration benutzt wird, ist daher h#ufig eine weitgehende modale Analyse
zur Entscheidung f{iber die Integrationsschrittweite erforderlich. Bei wei-
chen Systemen mit vielen Freiheitsgraden, typische Beispiele sind Rohrlei-
tungssysteme, muB die Integrationsschrittweite kleiner gewihlt werden, als

es der Frequenzinhalt der Anregung gebietet. Gerade bei Erdbebenanregungen,
die normalerweise niederfreguent sind, ist das von besonderer Bedeutung. Die
Antwort von im Vergleich zum Frequenzinhalt der Anregung hohen Strukturfre-
quenzen kann mit hinreichender Genauigkeit durch deren statische Antwort be-
schrieben werden. Diese Tatsache wird benutzt, um eine Restmode zu definie-
ren, die die Antwort der in einer normalen modalen Integration unberiicksich-
tigten Frequenzen beschreibt. Es geniigt bei der so komplettierten modalen
Analyse, sowohl die Integrationsschrittweite als auch die Grenzfrequenz, bis
zu der eine modale Analyse zu treiben ist, am Frequenzinhalt der Anregung zu
orientieren. Das fiihrt im allgemeinen zu erheblich gr®Beren Schrittweiten bei
geringerer Anzahl der zu berlicksichtigenden Freguenzen. Der Mehraufwand be-
steht in der LBsung so vieler statischer Lastfdlle wie verschiedene Anregun-
gen an der Struktur angreifen. Bei ausreichender Genauigkeit der L&sung wird
dieser Mehraufwand in der Regel bez. der Rechenzeitersparnis weit {iberkompen-
siert. Dariiber hinaus gestattet das Verfahren volle Verfligbarkeit iiber ein-
zusetzende modale Ddmpfungswerte im Gegensatz zur direkten Integrationsmetho-
de (D = M + ﬁK}, die h8ufig bei Problemen Anwendung findet, bei denen ho-~

he Freguenzen zu beriicksichtigen sind.
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Prohlemstellung

Das tdgliche Brot des Strukturdynamikers ist die Aufstellung und L&sung
des folgenden linearen Differentialgleichungssystems mit konstanten
Koeffizienten:

M¥ + Dk + Kx = F {1}

Wihrend man iiber die positiv-definiten Matrizen K und M (Steifigkeits-
und Massenmatrix} relativ gut verfiigt, ist die Dimpfungsmatrix D nur

schwer zugdnglich. Allerdings ist es ffir viele Anwendungsbereiche aus-
reichend, modale Ddmpfung zu unterstellen; d. h. D ist simultan mit X

und M vermbge einer "normierten Eigenvektormatrix" ¢ diagonalisierbar:

gk (), ¢2¢- (3d0.), gng-(+) @

Ist n die Anzahl der Freiheitsgrade von (1) und gi die i-te Spalte
von @, so zerfillt (1) vermdége der Transformation x = ¢q_ in die fol-
genden entkoppelten Gleichungen:

y d-w. s ly - gF. 42ism
g + G0, + Wy = G F  ALLE (2

Man bezeichnet die Grdfien fi = L /2 bzw. di bzw. g& als die Eigen-

frequenzen bzw. Didmpfungsgrade bzw. Eigenvektoren von (1).

Ein numerisches Integrationsverfahren (z. B. das WILSON-©-Verfahren,

das NEWMBRK-Verfahren usw. / 1 '/) kann nun direkt, d. h. ohne Trans-
formation auf eine Elgenvektorbasis, auf dem Gleichungssystem (1) ope-
rieren (direkte Integration) oder auf den entkoppelten Gleichungen ent-
sprechend (3) {(modale Integration). Bei der direkten Integration ist die
wesentliche Schwierigkeit die Bestimmung der Ddmpfung D, Ohne vollstdn-
dige modale Analyse gestattet nur der Ansatz D = &M + ﬂK die Kontrolle
der Dampfung zwischen einer ocheren und unteren Frequenzgrenze. Diese
zwel Parameter sind im allgemeinen als nicht ausreichend anzusehen.
Diese Schwierigkeit wird zwar bei der modalen Integration umgangen,

doch ist eine vollstindige modale Analyse beil Strukturen mit vielen
Freiheitsgraden sehr aufwendig. Hier behilft man sich oft damit, daB

nur die Eigenfrequenzen bis zu einer Gr&Be, die beziiglich der Inhomo-
genitit F noch wesentliche dynamische tUberhthungen zeigen kdnnen, zur
Synthese der L¥sung herangezogen werden. Dieser an sich richtige Ge-
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danke einer "verkiirzten" modalen Integration kann aber unreflektiert
angewendet zu erheblichen Fehlern fihren, wie das Beispiel im Abschnitt
3 dieser Arbeit zeigt.

Unser Ziel ist es daher, die verkiirzte modale Integration durch Zufuhr
von mit wenig Aufwand zu beschaffender statischer Information zu kom-
plettieren, so daf deren Vorteile - begrenzter Aufwand fiir die modale
Analyse, Kontrolle iiber die D&mpfung, geringe Rechenzeit fiir die Inte-
gration - bei ausreichender Genauigkeit erhalten bleiben.

Die komplettierte modale Integration

Man darf ohne Einschrinkung der Allgemeinheit die Inhomogenitit F
in der Form

F{t) = 3Jt) -V {4)

mit zeitunabhingigem Lastvektor V annehmen. (3} geht dann tiber in:
Iy . 2 T
g, v 20y, vy, = F0) GV (5)

Definition des Verfahrens, statische Erginzung

Es sei m < n. Eine durch die m ersten, der Gr&fe nach geordneten Eigen-
frequenzen fq £ f2 £ ... & fm definierte verkirzte modale Integration
wird in natiixlicher Weise durch den folgenden Ansatz fiir die L&sung x

statisch komplettiert:

X = Z'{‘f’ + 3&)2 _-—“——Eﬂ (6)

t 3 AsdT

Die statische Erginzung 1&Bt sich entsprechend nachfolgender Gleichung

berechnen:
2 gV -4 9’ s
.:E '::;E_ 9& = ﬁ: VvV -~ JE:. ffi {7
L = AT ©
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(7) ist einfache Folge von (2). Die statische Ergdnzung ist somit zu
bestimmen aus den meodalen Daten der ersten m Eigenfreguenzen und dem
statischen Lastfall mit Lastvektor V.

Bestimmung der Frequenzgrenze flir die mcdale Analyse, Schrittweitenwahl

Wir gehen davon aus, dafl der zeltabhingige Teil g.(t) der Inhomogenltdt
oberhalb einer Grenzfrequenz f keinen wesentlichen Frequenzinhalt {z.
B. im Sinne einer Fourleranalyse oder im Sinne des dynamischen Last-
faktors} mehr besitzt. Nehmen wir z. B. an, daB g,(t) di?kret mit einem

Zeitschritt At}gegeben ist, so ist es sinnvoll f = E——A-E-;—-— anzuneh-
1

men, da der Frequenzinhalt wvon }(t) oberhalb der Fregquengz W

nicht ausreichend genau dargestellt sein muB (vgl. BENDAT/PIERSOL / 2 /).

Es sel nun a . £, a » 1 eine Kreisfrequenz von (1) mit zugeh®rigem Ei-
genvektor ¢ . Der Beitrag # von ¢ bezliglich der Anregung g,(t) =
sin(ZJ'l"-'f . t)unter den Anfangsbedingungen x{o} = x{o} = o l&Bt sich
dann unter Vernachldssiqung der Ddmpfung fdlgendermaﬁen angeben:

?T'

yLt) = T )(a«mzwr,et--amsz:t) )

Der in einer komplettierten modalen Integration auf a . T entfallene
Anteil an der statischen Ergdnzung ist folgendermaBen gegebens:

SV L o Z
. {9)
(t) = =2—= D ZF{C
Aus {8) und (9) resultiert fir den Amplitudenfehler A&A:

LA = sz yg)] - A Ly, o (t)]

=
dugxll»‘llﬂl
. 4 4.
< ai-a (’“E) - (10
= a

a'l_,f (4.'- %)
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Der Amplitudenfehler ist selbstverstdndlich auf die Anfangsbedingung
Jt(o)s é(o) = o gzuriickzufihren.

Durch eine Forderung an den Amplitudenfehler &A, z. B. AA £ & , kann
dann festgelegt werden, bis zu welcher Frequenzgrenze die modale Ana~—
lyse zu treiben ist und welcher Integrationsschritt At zu widhlen ist:

Es sind die Eigenfrequenzen f und zugehdrigen Eigenvektoren & zu be-
stimmen mit £ £ f/@-. Die Integrationsschrittweite &+t ist so zu be-
stimmen, daB das gewdhlte numerische Integrationsverfahren die Differen-
tialgleichung 2,2 , -
- T - R

fiir alle Eigenfreguenzen £ ééf hinreichend genau integriert.
Beispiel

Gegeben sei eine erdbebeninduzierte Inhomogenitdt F(t), die diskret

mit Schrittweite AtF vorgegeben ist. In Anbetracht der Tatsache, daB
Einschwingvorgdnge rasch abklingen und erdbebeninduzierte Krafteinlei-
tungen in ihrer numerischen Dastellung im Rahmen von Auslegungsberech-
nungen einen gewissen Grad von Beliebigkeit besitzen, ist es ausrei-
chend, a = 3 zu wdhlen. Als obere Freguenzgrenze fiir die modale Ana-
lyse kann dann Efjggn gewdhlt werden. Wird als numerisches Integrations<
verfahren die WILSON-@-Methode :erwendet, 50 ist es ausreichend, die

Integrationsschrittweite At = i %-AtF ZUu benutzen.

Direkte, modale, verkiirzte modale und komplettierte modale Integration
im Vergleich

Fiir die folgenden Integrationen wurde als numerisches Integrationsver-
fahren die WILSON-&-Methode (@ = 1,4) verwendet. Die betrachtete Struk-

tur mit Inhomogenitdt F ist in der Figur schematisch skizziert:

B e F(‘é‘): /.24;!4. Z'Tft

M << M
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In Abhingigkeit von &

i ergeben sich niherungsweise die folgenden modalen
Gréifen:

2 K T~ 4 d
‘fﬂ'{:'= ;1-(4-%)5 -4 =W%—.)(‘f*m4)
g, i)

(1

4y = 2%“ 7 ) =

{ﬂ-
Mit den numerischen Daten
k = 100; 8 = 0,01; £, = 5 (12)
I M £ + 1
resultieren die folgenden Werte:
£, = 5; @F = 3,173 . (0,99; 1)
1 ’ 1 I » r i
(13}
= 50, T _ - .
f2 = 50; ?2 = 31,42 , (~0,01; 1}

Flir die Anregungsfrequenz £ wdhlen wir £ = 15, so da8 sich die rechte
Seite F{t) ergibt zu:

F(t) = sin(2 . 15 . t). (14)
Zu berechnen ist die Kraft Z(t) in der Feder zwischen m und M:
Z{t) = k (X1(t} - xz(t)) {15)

Numerisch soll F{t} diskret mit Schrittweite bty = g_lng vorgegeben
sein. Legen wir die Kriterien entsprechend Kapitel 2 zugrunde mit
f=f=15und a = 3, so folgt:

Fiir die komplettierte modale Integration ist nur die erste Eigen-

frequenz f1 dynamisch zu beriicksichtigen. Der Integrationszeitschritt
1 1

At ergibt sich zu At = T 5

_ 1
Aty = 75
gesetzt. In den Abbildungen 1 bis 4 sind die verschiedenen Integratio-

Fiir die nachfolgenden Integrationen wurde allerdings At =

nen mit der exakten L8sung verglichen. Die exakte L&sung wurde mit di-

rekter Integration und dem Zeitschritt At = 2 . 1072 ermittelt.
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Abbildung 1: Verkirzte modale Integration unter alleiniger Beriick-
sichtigung von f1.

Wie schon unter {11) bzw. (13) erkennbar, trigt der Antell der ersten
Frequenz kaum etwas zur gesuchten Gr&Be Z{t) bhei. Eine unreflektierte
Anwendung der verklirzten modalen Integration kann zu extremen Fehlern
fihren.

Abbildung 2: Direkte Integration

Die direkte Integration liefert zwar brauchbare Apmlitudenwerte, aber
der zu erxwartende Integrationsfehler - At . f2 = 0,67 - fihrt zu Pha-
senver schiebungen.

Abbildung 3: Modale Integration unter Beriicksichtigung beider Fre-

quenzen.
Es gelten natlirlich Aussagen analog zur direkten Integration.

Abbildung 4: Komplettierte modale Integration.

Der entsprechend (10} zu erwartende Amplitudenfehler AA = %3 = 0,3 in
der Einschwingphase ist klar erkennbar. Eine Phasenverschiebung tritt

natlirlich nicht ein.
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