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Summarz.-

The RHNC (reference hipernetted chain) equation, together with an
optimization criterion which extremalizes the Helmholtz free energy, is
used to obtain structural, thermodynamic, and dielectric Properties of
a system made up of hard dipolar spheres.The comparison with simulation

1.- Introduccidn. -

El estudio de los fluidos mediante -
ecuaciones integrales ha experimentado una
importante revitalizacién en la presente dé
cada. Las razones de este avance son tanto
de tipo prdctico como tedrico. Por un lado,
se han desarrollado nuevos métodos de reso-
lucidén numérica de las ecuaciones integra -
les clédsicas (1)-(4), lo que ha -permitido -
- fundamentalmente extender el rango de con -
vergencia del algoritmo a densidades altas.
Desde el punto de vista tedrico los traba -
jos acerca de la '"universalidad' de la fun-
cién puente (5), (6) han sido decisivos. Es
ta funcidén aparece en el desarrollo diagra-
mético de la funcidén de distribucién par -
(FDP) (7)-(10) y tiene un valor muy pareci-
do en un amplio abanico de sistemas con po-
tenciales de interaccién diferentes (5), -

(6).

La teoria RHNC (Reference hipernetted
chain) (11) explota esta circunstancia para
sustituir la relacién de cierre de las ecua
ciones integrales tradicionales por el desa
rrollo exacto de la FDP pero con la funcién
puente exacta sustituida por la de un siste
ma de referencia. La teoria RHNC incorpora
asi con éxito elementos propios de las teo-
rias de perturbaciones en las ecuaciones in
tegrales. Los resultados proporcionados por
esta ecuacidén han sido satisfactorios en -
sistemas tan dispares como los fluidos sim-
ples de Lennard-Jones (5) y el plasma de un

componente (6); prediciendo también coryec-
tamente el comportamiento de mezclas a2)y
sistemas no esféricos (13).

El tercer elemento importante que ha
contribuido al auge de las ecuaciones inte-
grales es la bisqueda de criterios de opti-
mizacidén de las teorias utilizadas. Asi, Ta
vieja idea de mezclar las teorias de Per -
cus-Yevick y la HNC (14) ha permitido propo
ner ecuaciones integrales termodinamicamen-
te consistentes (15). Un procedimiento simi
lar conduce a la ecuacién HMSA a partir de
la HNC y la MSA con resultados satisfacto -
rios para fluidos simples y mezclas Len =
nard-Jones y sales fundidas (16). Un proce-
dimiento de este tipo ha sido propuesto por
Lado (6), (17) demostrando que la condicidn
de extremalizacién de 1la energia libre de -
delmholtz implica unas condiciones para el
sistema de referencia usado en la RHNC ta -
les que satisfacen un criterio de consisten
cia termodindmica. Esta teoria, que llamare
mos RHNC optimizada (ORHNC), proporciona -
por tanto un criterio riguroso y bastante -
deterministico para la utilizacién de ecua-
Cciones integrales y serd el objeto de nues -
tro trabajo.

De lo expuesto anteriormente cabe de-
ducir que la teoria RHNC optimizada es una
teoria unificadora que proporciona buenas -
predicciones alli donde diversas teorias -
eran necesarias para llegar a similares o -
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inferiores resultados. Pero con ser impor -
tante este aspecto es necesario avanzar ha-
cia nuevos sistemas para conocer la poten -
cialidad de la teoria. En el presente estu-
dio abordamos un sistema para el que no -
existen teorias satisfactorias que es el -
formado por esferas duras dipolares. AGn -
siendo el sistema mds sencillo que incluye
fuerzas dipolares, no se han resuelto ecua-
ciones integrales (ni teorias de perturba -
ciones) que expliquen satisfactoriamente el
conjunto de sus propiedades estructurales,-
termodindmicas y dieléctricas. El problema
radica en que el potencial de interaccién -
no tiene simetria esférica por lo que la de
pendencia angular complica notablemente 3
cualquier teoria. Por ello se han utilizado
ecuaciones que como la LHNC y la QHNC desa-
rrollan en serie la aproximacién HNC rete -
niendo el término lineal y cuadrdtico res
pectivamente (18) con resultados poco sati
factorios en general y para la constante
dieléctrica especialmente.Sélo recientemen-
te,Fries y Patey han resuelto la propia -
ecuacidén HNC y la RHNC para un sistema de -
esferas duras dipolares y un fluido Stockma
yer (19)-(21) con buenas predicciones en ge
neral para la Gltima.Sin embargo,estos auto
res no utilizan criterio de consistencia aI
guno para el sistema de referencia. Por =
ello, abordaremos aqui el estudio del siste
ma de esferas duras dipolares en la aproxi-
macién ORHNC con vistas al cdlculo de sus -
propiedades estructurales, termodindmicas y
dieléctricas.

I 17

En la seccién II desarrollamos el for
malismo tedrico. Dada la extrema compleji -
dad de la teoria y el hecho de ser 1la prime
ra vez que se publica en castellano se ha -
presentado con algo mis de extensidn de la
habitual. Esta seccién se ha dividido en -
cinco subapartados dedicados respectivamen-
te a la ecuacidén de Ornstein-Zernike en el
espacio de Fourier, la expresién de las pro
piedades termodindmicas en términos del de-
sarrollo en armdénicos esféricos de las fun-
ciones de correlacién, constante dieléctri-
ca, teoria RHNC y optimizacién de la RHNC -
por un criterio de consistencia termodindmi
ca. Finalmente, en la seccién II se presen-
tan los resultados para las propiedades es-
tructurales, termodindmicas y dieléctricas
para varios modelos con diferente momento -
dipolar. Se ha puesto especial énfasis en -
la comparacidn con resultados de simulacién
por lo problemdtica que resulta esta técni-
ca en sistemas con fuerzas de largo alcan -
ce. Tras ese andlisis se hace un estudio de
la variacién de las propiedades con el mo -
mento dipolar.

II.- Formalismo General. -

El sistema que vamos a considerar es
un fluido homogéneo constituido por N molé-
culas en un volumen V y a una temperatura T.
La formulacidén de la teoria que resumimos a
continuacidn estd particularizada a siste -
mas de moléculas lineales 6, en todo caso,-
de particulas cuyas fuerzas de interaccién
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presentan simetria axial. El método sin em-
bargo es perfectamente generalizable a moTé
culas no lineales.

La propiedad central en la teoria del
estado liquido es la funcién de distribu -
cidén par (FDP) (pair distribution function),
g(12), que describe las correlaciones entre
pares de moléculas en el lfiquido. Para flui
dos con potenciales aditivos, en los que la
energia potencial total puede escribirse co
mo la suma de los potenciales de los pares
distintos de moléculas, g(t2) es suficiente
para determinar completamente las propieda-
des macroscdpicas de equilibrio mds impor -
tante del sistema.

De un modo general, la funcidén de co-
rrelacién total (FCT) definida como:

h(i2) = g(12) -1, /1/

viene determinada por el sistema de ecuacio
nes no lineales acopladas (22), (23),

h(12) c(12) + (p/Q) sd3c(13)h(23) /2/

€i(12)

h(12)-1In[g(12)exp{Bu(12)}]+B(12)
/3/

La primera es la ecuacién de Orns . -
tein-Zernike (0Z), que define la funcidn de
correlacidén directa (FCD), c(12), en térmi-
nos de h(12). EI conocimiento de c(12) per-
mitiria calcular h(12) y por tanto g(12). -
Para ello se necesita la ecuacién /3/ llama
da relacidén de cierre (closure relation), -
que determina c(12) en funcién de g(12), el
potencial intermolecular par u(12), y la -
funcidn B(12) 1lamada funcidn puente (brid-
ge function). Hemos expresado entonces la -
relacidn de cierre dependiendo de una nueva
funcién B(12) que también es desconocida. -
Mads adelante veremos las aproximaciones pa-
ra el cdlculo de la funcidn puente que defi
nen la teoria RHNC (Reference Hipernetted -
Chain) usada en este trabajo.

El sistema /2/-/3/ de ecuaciones, re-
sulta de desarrollar por medio de la técni-
ca de diagramas (24), (25), la funcién -
g(12) en potencias de la densidad y reagru-
par convenientemente té&rminos en el desarro
1lo resultante (26)-(28), (7)-(10), (22), -
(23). La funcién B(12) es la suma de los -
diagramas de uno de esos subconjuntos, los
diagramas puente (22). El desarrollo -

diagramdtico en la densidad da directamente
para g(12),

g(12) = exp[-pu(12) + S(12) + B(12)] /4/

donde
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S(12) = h(12) - c(12), /5/

es la funcibén serie (series function), y -
andlogamente a B(712), representa la suma de
una determinada clase de diagramas en g(12),
el subconjunto de diagramas serie (22). De
/4/ y /5/ se deduce inmediatamente la rela-
cién de cierre /3/ La funcidn serie tiene
una estructura mas simple que la FDP o la -
FCT, por lo que a efectos de resolucidn de
la ecuacidn OZ es ventaJoso trabajar con -
S(12) en vez de con g(12) 6 h(12) En térmi
nos de esta funcién, las ecuaciones /2/-/37
toman la forma:

S(12) (p/9) sd3c(13)[c(32) + S(32)] /6/

exp[-Bu(12)+S(12)+B(12)]-1-5(12).
17/

c(12)

Puesto que el potencial intermolecular #
u(12) es un dato del problema, si se cono -
ciera B(12), la solucidn de este sistema “de

ecuaciones da S(12), y la ecuacién /4/ da -
g(12), completdndose asi el esquema de cil-
culo de la FDP.

En sistemas con interacciones aniso -
trdopicas (esferas dipolares, fluidos de -
Stockmayer, liquidos moleculares, etc), tan
to los potenciales intermoleculares como -
las funciones de correlacidén dependen en ge
neral de las posiciones Ri CL = 1;255:;N)
de los centros de las moléculas y de sus -

concentraciones w.. Sin embargo cuando, co-
mo en nuestro caso, se trata de fluidos ho-
mogéneos, traslacionalmente invariantes, -
tal dependencia se simplifica en el sentido
de que esas propiedades no dependen ya de -
las. posiciones absolutas Rs» sine solamente

de las distancias escalares entre los res -
pectivos centros moleculares. Para estos -
sistemas se tiene con toda generalidad para
cualquier funcidén X(12) asociada al par de
moléculas 1,2

X(12) = X(Ryp, $], ) /8/

con X=g, h, c, B, ..; Ry, (=|R1-R2|) es la

separacidén entre los centros moleculares y
-)' -> % @ -

Wy, mz;los conjuntos de dngulos de orien -
tacidén (por ejemplo dngulos de Euler) nece-
sarios para especificar las orientaciones -
de las dos moléculas, p = N/V es la densi -
dad numérica y B8 = 1/kT donde k es la cons-
tante de Boltzmann. En /2/ la integracién -
es con respecto a posiciones y orientacio -

3 >
nes, con d° = dis dws y

Q = J de /9/

Para moléculas no lineales, en que se nece-
sitan tres dngulos de Euler para fijar la -

orientacidén molecular, Q = 8ﬂ2, mientras -
que para moléculas lineales bastan dos dngu
los de Euler y 2 = 4n. E1 formalismo que si
gue estd referido a este Gltimo caso.

A. Desarrollos en armdnicos esféricos. La -

Ecuacién OZ en el espacio de Fourier.-

Para potenciales anisétropos las fun-
ciones que intervienen en la ecuacidén 0Z, -
ecuacidn /6/ dependen de cinco (moleculas
lineales) 0 seis (moléculas no lineales) va
riables, de manera que la resolucidn dlrec-
ta de esta ecuacidn se convierte en un pro-
blema formidable incluso para los poderosos
medios de cdlculo actuales. Ello ha obliga-
do a desarrollar procedimientos alternati -
vos (29)-(31), (19) que simplifiquen el pro
ceso, facilitando los cédlculos. Usualmente
estos métodos se basan en desarrollos en ar
ménicos esféricos y conducen a relaciones -
en el espacio de Fourier entre funciones de
una sola variable. Aqui seguiremos la formu
lacidén de Lado (30), que, a diferencia de -
otros desarrollos, es vdlida para cualquier
potencial y para cualquier aproximacidn a -
la funcién puente B(12). El desarrollo que
presentamos a continuacidén se ha limitado a
moléculas lineales aunque es facilmente ge-
neralizable a moléculas de cualquier sime -
tria, si bien con una notable complejidad -
de notacién.

En términos de transformadas de Fou -
rier la ecuacidn /6/ se escribe como,

$(12) = fdﬁ125(1z)exp(ii.§12)

=(o/4w)fd§12(fd§3fd$3c(13)[c(32)+S(32)]}
.exp(if.§12)

=(p/4")fd$3fd§]3c(13)exp(ii.ﬁ13)

fdﬁSZEC(SZ)+S(32)]exp(ik.§32)

$(12) = (p/4m) sadE(13)[E(32)+¥(3D)T ,
/10/

Para pasar de la segunda igualdad anterior
a la tercera se ha tenido en cuenta la rela

= Ry Ry,

lo que sigue la tilde indica transformada -
de Fourier; de un modo general

cién vectorial §12 Aqui y en -

X = sX exp(ik.®) 4R /11/
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Figura 1

Especificacién de las orientaciones molecula -

res, a) en el espacio de cordenadas (ZEE ) =

12
Yy b) en el espacio de Fourier (ZEQ).
Al igual que la ecuacién /6/, la ecua espacios respectivos. Para moléculas linea-

cién /10/ sigue manteniendo una dependencia les
plena de las orientaciones moleculares por
lo que todavia no es adecuada para el cédlcu 1
lo numérico. La manera mis sencilla de eli- ® min
minar esa dependencia es referir las orien- S(12) = 4n L T S (R,,)Y
taciones moleculares en X(12) y su transfor 11’12=0 m=-1_. 1112m 12 11m
mada X(12), a las direcciones §1é y k (Figu N . /14/

- ' -
ra 1), de modo que en el sistema coordenado (w1)Y12m(”é)
con el eje Z a lo largo de la linea de cen-
tros (Figura 1.a) tenemos (32)

¥ : " Y, @ z

(12) = 41 z 1,1,m Yy p (oY, 2(e))
_ =0 m=-1 . 172 T
S(12) S(RIZ’ 815 8,5, ¢45) /12/ 1,,1,=0m loin 1 2
/15/

mientras que en un sistema con eje Z en 1la
direccién k (Figura 1.b),
S0 - 8k, 81s 835 455), /13/ con m=-m, 1 . el menor de los valores de -

4o 1, Yy @ = (8,0), &' = (8',¢'). las fun-

. -> . - .

donde ¢,, = ¢; - ¢, ¥ $12 = ¢ - 65 . ciones Y, (w) son los arménicos esféricos -

ordinarios, con las relaciones de ortogona-

Como las funciones S(12) y &(12) de - lidad (33)

penden ambas de las orientaciones, pueden -
desarrollarse en armdénicos esféricos en sus
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fdz.Yfm(z)Yl,m,(J) R L. /16/
y ademis
Yo (@) = (0", @) /17/

donde el asterisco indica complejo conjuga-
do. Desarrollos andlogos a los /14/, /15/ -
pueden escribirse también para la funcién -
de correlacidén directa c(12) y su transfor-

mada 3(12).

Como los desarrollos /14/ y /15/ es -
tdn referidos a espacios diferentes, -

§1 Lam (K) no es la transformada de Fourier
172
de Si 1 (R)..Encontrar la relacién entre
12

ambos es una de las cuestiones importantes
a resolver.

Sustituyendo en /10/ el desarrollo -

/15/ de 8(12) y el correspondiente de ¢(12),
y teniendo en cuenta las relaciones de orto
gonalidad /16/ para los arménicos esféricos,

8012) = 4np z

111213m i}

/18/
& B Wl Y
Iglslzm(k)+C1312m(k)1yllm(w1)lem(mz)

Comparando /18/ y /15/ obtenemos la siguien
te relacidn fundamental entre coeficientes,

3 (K= (-0 ;& K K
1,1,m 13=m°1]13m( )[§131 m (%)

2

N

+0.€ (k)

/19/ 1;1,m ]

que es la ecuacidn 0Z en el espacio de Fou-
rier expresada en términos de los coeficien

tes de las funciones §(12) y 2(12), depen -
dientes de una sola variable.

El resultado puede escribirse en for-
ma mds compacta y conveniente en notacién -
matricial definiendo las matrices Sm(k) y -

v
cm(k), con elementos §1112m(k) y c1112m(k),

(11,12 > m) respectivamente.

(k) = (-1)mpcm(k)[sm(k) + e ()], 720/

Formalmente, la solucién de esta ecuacidn -
matricial es

Sp(k) = 1M1 (1), (0] e, (ke (1)
v ek VA

que resulta directamente de /20/ despejando

8.
m

La otra ecuaci6én importante a trans -
formar es la relacién de cierre /7/, para -
lo cual partimos de

c(12) = g(12) - 1 - s(12). /22/

La sustitucidn de c(12), g(12) y S(12) en -
/22/ por sus respectivos desarrollos da,

c R)

(R) = g (R)-6 -S (
1112m 1112m 1112m,000 1112m
/23/

en la que 5ij es el simbolo de Kronecker, y

8k1m (R) (1/4n)fdm1dw2g(12)Yim($1)Yfﬁ(zz),

o bien, con /4/,

gn(R) = (1/4m)sdu a3,
/24/

exp[-su(12)+5(12)+B(12)]Y§m(31)yfm(32)

Las ecuaciones /19/ (6 /20/) y /23/ -
constituyen las relaciones fundamentales de
esta teoria; conviene observar que mien = -
tras las /19/ estd escrita en el espacio de
Fourier, la /23/ esta referida al espacio -
de coordenadas.

Para completar el esquema tedrico es
necesario relacionar los desarrollos en los
dos sistemas Z = R 2 Y L = f, de modo que -
se puede pasar de é(12) a S(12) y viceversa.
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Ello implica en definitiva poder calcular -
los coeficientes $ (k) en términos de -
1112m

los Sl1lzm(R)’ y a la inversa.

El sistema de referencia con el eje Z
a lo largo del vector k se obtiene por giro

del sistema Z = R Por lo tanto la rela -
ci6n entre la representacidn ortogonal Ylm

en uno y otro sistema vendrd determinada -
por la correspondiente matriz de rotacién.-
Para un giro arbitrario de dngulos de Euler
ay By ¥ (33),

1
@ = 1 D;.m(aey)ylm,(a') /25/

1
en la que D (aBY son los elementos de -

la matriz de rotac1on

Tras algunas manipulaciones matemdti-
cas, la sustitucidén de /25/ en /14/ da para
la funcidén S(12) en el sistema de referen -

cia girando Z = K (30),

S(12) = 4w T S(R:531:15,1)
1.1.1 122 =172

™3

L <11m112m2|1112m1+m2>

m.m
he /26/
(@4 g Yt o o (8%,e"]
11m m, 2 11m1 m, f
con
; = 1/2
S(Ryp31,1,1) = [4n/(21+1)]
1. 127/
min )
_ D <lymloml1,1,10>8, 4 L (Ryp);5
m=-1 . 172
min
B' = -p y a' = -a en /26/ denotan la orien-

tacidén del vector §1Z en el sistema de refe

rencia Z = f, y los corchetes angulares son
coeficientes de Clebsch-Gordan, definidos -
como en la referencia (33). Consideraciones
de paridad exigen que la suma de indices -
1,+1,+1 sea par (34).

El Gltimo paso del esquema es evaluar

la transformada de Fourier de /26/ y compa-

rar el resultado con /15/ para obtener las
relaciones que buscamos. Sin entrar en deta
lles que pueden encontarse en la referencia

(30), de /26/ se tiene para 8ty

F. LODO ET AL.,

$(12)=41 3 Iz<l ml,m (11,105 [(21+1) /427 /2
1,1
11,m
x 4nils%aR.R%S(R51,1,1) 5, (kR)]
5 1Y it1i2t)0,
+' -b'
Yl1m(w1)Y12ﬁ(w2) /28/

en la que jl(x) es la funcidén de Bessel de
orden 1. Por Gltimo, comparando /15/ y /28/

1,+1
3 (x) 1 1,m[1,1,1 0
= L <l.ml, m >,
/29/

T21+1) /421" %80 1,1,1)

con

805141, = dni's2aR R2S(R31,1,1) 5, (kR)
/30/

La cadena de ecuaciones /27/-/30/ es-
tablece la relacién necesaria entre 1los. coe

ficientes gl 1 m(k) del desarrollo de §(12),
172
y los coeficientes S1 1 m(R) del de S(12).-

Un procedimiento similar al anterior pero -

aplicado a /15/ para $(12), conduce a las -
relaciones inversas,

8(k;1,1,1) = [an/(21+1)]

e 131/
" ml1,1,1 0> § (k)
z <l.ml,m|l >
- il . 1,1,m
m=-1nin B
S(R;1,1,1) = [(-i)1/2n?
x4
/32/
® 2 .
s dk k g(k;11121)31(kR)
1441, .
S (R) = L <1,ml,m|1,1,1 0>
1,1,m 11,1, ] ity
/33/

‘[(21+1) 740 V25 (R;51,1,1)

que completan el ciclo de transformaciones
entre el espacio de coordenadas y el de Fou
rier.
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B. ‘Funciones Termodindmicas.-

Energia libre de exceso.-

En teorias de liquidos mds que la -
energia libre de Helmholtz, A, interesa la
energia libre de exceso. Aex’ definida como

la diferencia de energia Helmholtz entre el
sistema a estudiar, con potencial intermole
cular u(12), y el sistema no interaccionan-
te (u(12)=0), ambos en el mismo estado ter-
modindmico. Mas adelante vamos a necesitar

hacer uso de esta propiedad, por lo que con
viene introducirla y calcularla aqui como -
parte del formalismo general. Un modo a la

vez general y elegante de obtenerla es in -
troduciendo los conceptos de ''pardmetro de

carga' (35) y '"sistema cargado'. El trata -
miento que damos aqui sigue los trabajos de
Morita e Hiroike (9), Green (10) y Lado -
(1), (30).

Supongamos que a partir del potencial
u(12) del sistema construimos un potencial
generalizado, u(12;¢), dependiente de un -
"pardmetro de carga'" & que varia de modo -
continuo en el intervalo 0 < & < 1, tal que
para &=1 se cumple u(12;1)=u(12). Para #
g€ =0el sistema estd "descargado" y -
u(12;0)=uo(12). El incremento de este pard-
metro desde cero hasta el valor £ represen-
ta un ''proceso de carga'" en que el sistema
evoluciona desde el potencial uo(12) hasta
el estado parcialmente cargado u(12; g . El
incremento AA( § de la energia libre de -
Helmholtz en este proceso puede obtenerse -
de la ecuacidén fundamental.

BA(E = =-1n Z(¥® /34/
Ea[BA( £)]
BAA(E) = BA(® - BA(0) = /s — .deg
138/

En /34/ Z es la funcién de particién canéni
ca

z(g = (Z,IN!) QE) /36/

donde Ly independiente de £ e irrelevante

aqui, incluye todas las contribuciones = -
(traslacional, rotacional, etc) a Z excepto
las de interaccidn, y

Q(& = sdi1...dN.exp[-8U(1,...,N; 8] , /37/
con

UCl,...,N;8 = ¢ u(ij; /38/

Si el potencial generalizado se cons-
truye de modo que el valor &0 corresponda
al sistema no interaccionante, es decir -
Uo(12)=u(12;0)=0, es claro que para &£ = 1,-
AA(1) es la energia de exceso para el flui-
do con potencial u(12),

BAex/N = BAA(1)/N (si u(12;0)=0) /39/

La derivada en la integral /35/ se -
calcula de /34/ juntamente con /36/-/38/. -
tenemos,

a[BA( ®]/3&E= -31nQ( 8 /3 ¢k
/40/

—%—(p/4n)2fd§1d§2dm1dw2g(12;E)Bu'(12; 5

con u'(12; g=9u(12; g /3 & habiendo utiliza-
do la relacidn /23/

1

g(12;8 = IN(N-1)/(p/)2]Q( B~

_ /41/
fd3...dN expl-gU(1,...,N; 8]

Con /40/ la expresién /35/ puede escribirse
como

BAA(E)/N = (p/Z)ff;d £'dR<g(12; &')Bu'(12; &)>
/42/

después de integrar en /40/ con respecto a
una de las dos variables de posicién. Los -
corchetes angulares indican el promedio an-
gular. -

2

<X(12)> = @°° s do dzz X(12) /43/

1

y @ viene dado por la ecuacién /9/.
La expresidén /42/ puede elaborarse -

mds derivando la /4/ escrita para el poten-
cial parametrizado u(12; § N

3g(12; 9/8€ = -g(12;8)Bu'(12; § +

3 /44/
+g(12; 9 3% [s(12; ®+Bj(12; 9],

de donde /30/, recordando que S = h-c,
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812,980 (12; © = - &5 [ hP(12; 9 +
+8(12; 9-g(12; 9 1ng(12; §-g(12;8)Bu(12; &+

sc(12; 9333‘%5—51 -B(12; §) 33%'—9- , /45/

resultado que sustituido en /42/ da para la
diferencia de energia libre entre el siste-
ma con potencial u(12) (&= 1) y el sistema
con potencial uo(12) (&= 0) (30), (13).

BAA/N = BAA]/N + BAAZ/N + BAA3/N /46/

S8A (/N = - (o/2)raRsld £ <2y (phP(125 0 "
47

+g(12;8)-g(12; £)1ng(12; B-g(12;8)gu(12;9]>

BAA,/N = (p/2) s dﬂ;f; dE <c(12; € ag£;1-9>
/48/
BAAZ/N = -(p/2) rdR f; de<B(12; 9 ag(;2-9>

/49/

La integraci6n con respecto al paréame
tro & es inmediata en /47/, y, después de -
algunas transformaciones también en /48/; -
no asi en /49/ que no es posible elaborarla
mds sin disponer de una aproximacién para -
la funcién puente B.

Tomando transformadas de Fourier, de-
sarrollando en arménicos esféricos y usando
la relacidén (Apéndice 1 de la referencia -

(30)),

n v
cx (k) = ¢ (k) /50/
1112m 1211m g

la ecuacidn /48/ puede reescribirse como

> N 5
BaA,/N = (p/2) 73K 3f1de_<8*(1z;g)3h 12; 9,
o 9k
(2m) )
XN
=(p/2)f"gg—3f1d E I 3h1112m(kv i
(2m)° ° 1.1.m “1+2

172
afi(k;
9 &
/51/

=(p/2)f‘—d—“3:‘d ex Tr[E, (k; ©)
°2m)° ° "

N
1imk d——5y—

donde Tr indica la traza de la matriz que -
le sigue. Por otra parte, de la ecuacidn de
Ornstein Zernike (ecuacidén /20/) para el -
sistema parcialmente cargado, escrita en -
términos de h(12; &) con ayuda de la ecua -
cidén /5/, tenemos

[1+C-1™K (ks 9] 77 - I-(- )™ (k; 9
/52/

Para cualquier matriz cuadrada A(E) -
no singular se cumple que (Apéndice 2 de la
referencia (30))

d 1n Det[A( ®] a
- = rface! BB /sy

en la que Det indica determinante de A(E£).-
De estas dos relaciones se sigue que,

3 InDet [I+(- 1)k (k; 9]}

- /54/
3 )
=Tr{ [1- (- 1), (; J (-1 —p—
o bien

N

ah_(k; €)
pTrI¥, (k; )—B——T =-(1/p) 3 .

3k
/55/

{1nDet [1+(-1) "ol (k; 9]- (- ™aTr [K_(k; 9]}

que sustutuida en /51/ da para A,,

i

- dk .1 3
BAAZ/N--(l/Zp)IWIOdii 3g(1nDet (1 +

/56/
+(-1)Mek (i 01-C-DMeTr K (k; 9])

En esta forma, la integracién sobre £ es ya
inmediata. Efectuando esta integracién en -
/47 y /56/, tenemos por Gltimo para las con
tribuciones AA1 y AA2 (13)

BaA /N = BA/N - sAl®I/N /57/
BAA,/N = BA,/N - BASLCI/N /58/
con
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1

BA/N = (1/20)7dR < h?(12) + h(12)-

2
/59/
-g(12)1n{g(12)exp[Bu(12)]}>
dk
BA,/N = -(1/20)f —— z{lnDet [I+
2 ’ (27)" m
/60/

+(-DMeR (0T- (-1 etr [K_ (0]}

para el sistema con potencial u(12), y ecua

ciones andlogas para las cantidades Ago) y
Ago) del sistema con potencial uo(12). En -
ausencia de interacciones (u(12)=0), las -
ecuaciones /37/-/38/ y /41/ dan

g(12) = (N-1)/N /61/

6, en el limite termodindmico (N»e, Vow, -
p = N/V = const.),

g(12) = 1 /62/

h(12) = 0, /63/
y de la ecuacién de /Ornstein-Zernike ,

c(12) = 0. /64/

Con estos resultados in mente, las ecuacio-
nes /59/-/60/, escritas para el caso que es
tamos examinando, muestran que los términos

Ago) y Ago) en los segundos miembros de <

/57/ y /58/ se anulan (9), resultando la ex
presidén general

BAex/N - BA1/N * BAZ/N + BAAS/N /65/

para la energia libre de exceso de un flui-
do con potencial u(12) respecto a la del -
fluido no interaccionante (u(12)=0). Los -
tres términos en la ecuacidén anterior estdn
dados por /59/, /60/ y /49/ respectivamen -
tes

Ecuacidén de estado y energia interna.-

Aparte de la funcidn Helmholtz, las -
demds propiedades termodindmicas de interés

se obtienen por los métodos ya clasicos en
mecdnica estadistica. Sin entrar en deta -
lles la compresibilidad isotérmica -
X = 9'1(ap/ap)6, la presién p y la energia

interna E vienen dadas en términos de la -
funcidén de distribucién g(12), por (23)

ox /8 = 1+prdR<g(12)-1> /66/
8p/p = 1- ¢/dR<g(12)8R[3u(12)/3R]> 167/
BU/N = (1/20) raR<g(12)gu(12)> /68/

Las primeras son en realidad dos formas dis
tintas de escribir la ecuacién de estado; -
la primera es la conocida ''ecuacién de la -
compresibilidad'", y la otra es la '"ecuacién
del virial', denominacidn que se debe a que
resulta del teorema del virial. En una teo-
ria exacta para la funcidén de distribucidn

ambas ecuaciones son equivalentes y deben -
conducir a los mismos resultados para la -
presidén, de manera que las discrepancias en
los valores de p proporcionados por una y -
otra expresidén suelen ser un buen test de -
la calidad de una aproximacién a g(12).

C. Constante dieléctrica.-

Para fluidos polares, otra propiedad
particularmente interesante es su constante
dieléctrica (estdtica) e. Omitiendo nueva -
mente los detalles del tratamiento tedrico,
e se calcula por la ecuacidén de Kirkwood -
(36), (18)

(e-1) (2e+1)/9e =y g /69/

donde y = 4np8u2/9, siendo u el momento di-
polar molecular, y

g = 1+ (1/30) rak n''%m) /70/

es el factor de Kirkwood, con

h''%®R) = h,. . (R) - 2h.. . (R) Vg b
110 111

D. La teoria RHNC.-

El andlisis, en términos de diagramas,
que conduce a las ecuaciones /2/-/3/, pro -
porciona también una relacién entre la fun-
cién puente B(12), y la funcidén de distribu
cidén g(12). No obstante esa relacidén conlle
va una suma infinita de diagramas que hace”
que en la practica no sea utilizable, de mo
do que no se dispone de una relacién funcio
nal simple entre esas dos funciones. Conse-
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cuentemente el conjunto de ecuaciones /2/--
/3/ no forma un sistema cerrado en el senti
do de que se dispone solamente de dos ecua-
ciones para determinar las tres funciones -
desconocidas, h (6 g), ¢ y B. Esta situa -
cién ha conducido al desarrollo de diveTrsas
relaciones de cierre aproximadas, que en de
finitiva se traducen en aproximaciones a la
funcién puente, B(12), y constltuyen las ba
ses de las diferentes ecuaciones integrales

actualmente en uso en la teoria de liquidos.

Aparte de la teoria RHNC, de la que se ocu-

pa este trabajo, se encuentran entre las -
mids conocidas las dos aproximaciones si -
guientes

i) HNC (hypernetted chain) (7)-(10), (27),-
(28), (22), (23) comn

B(12) = 0 172/
y la relacién de cierre,
c(12) = h(12) - 1n[g(12)exp{pu(12)}] /73/

ii) PY (Percus-Yevick) (37), (22), (23), -
con

B(12) = g(12)exp{pu(i2)} - 1 -
/74/
-1n[g(12)exp{su(12)}]

y la relacidén de cierre,
c(12) = g(12) - g(12)exp{pu(12)} /75/

Esas dos teorias tienen en comin el -
que resultan de despreciar ciertos conjun -
tos de diagramas en g(12) bien definidos e
identificados (25). Una aproximacién de na-
turaleza diferente es la teoria RHNC (Refe-

rence Hipernetted Chain) propuesta original

mente por Lado (38), (39), (11). En su for-
mulacién presente (6), (13), (17), esta -
aproximacidén consiste en lineas generales -
en aproximar la funcién puente del sistema
"real", esto es, del sistema a estudiar, -
por la funcién puente, conocida (6 calcula-
ble), de un sistema de referencia, 1ncorpo-
rando de este modo a Ia té€cnica de las ecua
ciones integrales elementos propios de una
teoria de perturbaciones como por ejemplo -
el concepto de '"sistema de referencia'.

La RHNC ha encontrado una sélida jus-
tificacién en lo que podria llamarse '"uni -
versalidad" de la funcién puente, reciente-
mente formulada por Rosenfeld y Ashcroft -
(5). Tras un minucioso andlisis del compor-
tamiento y caracteristicas generales de esa
funcién en un conjunto de siete potenciales
diferentes (esferas duras, Lennard-Jones, -
un potencial inversamente proporcional a la
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quinta potencia de R, un potencial de Cou -
lomb, un potencial de Yukawa, esferas duras
cargadas, y un potencial oscilatorio), esos
autores concluyen que B(12) debe ser esen -
cialmente la misma funcién para todos los -
potenciales.

Evidentemente, si esa hip6tesis se -
cumple, hay que esperar que la RHNC sea una
buena aprox1mac16n. Seria importante esta -
blecer si esa "universalidad" tiene un ca -
racter general o mds bien se concreta a de-
terminadas clases o tipos de potenc1a1es,_~
extremo que no queda claro en el trabajo ci
tado de Rosenfeld y Ashcroft. Hay que hacer
notar que los siete potenciales considera -
dos en ese estudio tienen simetria esféri -
ca, de modo que dependen solamente de las -
distancias entre particulas. No hay dificul
tades de principio para aceptar que las fun
ciones puente de todos los potenciales de -
este tipo, es dec1r, esféricamente simétri-
cos, tengan las mismas caracteristicas fun-
cionales. Se puede admitir incluso que si -
gue siendo cierto en general para todo con-
junto de potenciales con una determinada 51
metria, por ejemplo, los axialmente 51metr1
cos asociados a moléculas lineales. Lo que
ya no es claro es que una funcidén puente, -
B(R), pongamos de esferas duras, dependien-
te sblo de la distancia R, puede considerar

se funcionalmente andloga a la B(R,31,$2),-

por ejemplo, de una molécula lineal, que de
pende ademds de las orientaciones. A talta
de estudios concluyentes parece razonable -
circunscribir la '"universalidad" a los po -
tenciales de una misma clase, definida por
una determinada simetria (esfér1ca, axial,
etc). Este debe ser también el dmbito de va
lidez de la aproximacién RHNC que es de es-
perar que sea buena cuando ambos potencia -
les, el "real" y el de referencia,:presen -
ten la misma simetria.

En relacidn con esas consideraciones
sobre simetria y universalidad se plantea -
la siguiente cuestién. En ciertos casos de
interés tedrico (esferas duras dipolares,
potencial de Stockmayer, etc), con frecuen-
cia las fuerzas de corto alcance y las de -
largé alcance presentan simetrias diferen -
tes. Asi, en el caso de esferas duras dipo-
laxes = de largo alcance - y consecuentemen
te el potencial total, son anis6tropas, =
mientras que el nﬁcleo central duro es esfé
rico. En tales circunstancias ;cual de las
simetrias es la dominante en cuanto a deter
minar las caracteristicas de la funcién -
puente?. Desde luego en estos sistemas =
B(12) es funcidn de la distancia y las -
orientaciones moleculares; sin embargo es -
bien conocido que a densidades liquidas la
estructura de un sistema, y por consiguien-
te las propiedades a ella asociadas como 1a
funcidén puente, estd basicamente determina-
da por la parte repulsiva de corto alcance
(40). Tal hecho autoriza a pensar que la -
sustitucidn de B(12) por la correspondiente
a esas fuerzas de corto alcance puede ser -
una buena aproximaci6én. Los estudios reali-
zados en este sentido (19), (20), (41), 1n-
cluidos los resultados que se aportan en es
te trabajo, asi parecen confirmarlo.
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En la teoria RHNC el potencial inter-
molecular total u(12) se separa en dos par-
tes.

u(12) = u0(12) + Au(12) 176/

donde uo(12) es el potencial de referencia,
de corto alcance (usualmente repulsivo), y

au(12) = u(12) - uo(12) 177/

La funcién puente B(12) del sistema -
se aproxima por la funcién puente Bo(12) -
del sistema de referencia, de modo que

B(12) = Bo(12) 178/

con la relaci6n de cierre (ecuacidén /7/)

c(12) = exp[-8u(lZ)+S(12)+BO(12)]-1-S(12)
179/
que define la aproximacién RHNC.

Para obtener la energia de exceso en
esta aproximacidén es conveniente generali -
zar el método de la seccidén B, descompo -
niendo el proceso de carga en dos pasos (6);
primero desde el estado no interaccionante
hasta el potencial de referencia uo.(12), y
luego de éste al potencial completo u(12).-
Para ello construimos el potencial generali
zado.

u(12;xo,h1) = Aou°(12)+x1Au(12), /80/

introduciendo dos pardmetros de targa Ao, -
Xl, el primero asociado a la primera fase -

del proceso (A1 = 0) y el otro a la segunda
(Xo - 1)

Definimos
Fo(o,dy) = 2[8 A(xo,xl)]/axo /81/
FiQo,nq) = 3[8A(Xo,k1)]/ax1 /82/

Integrando esta Gltima expresidn

A
BAG e ,0 1) -BA(s,0) = 7 TF (he,n])dA]+G(h0)

/83/

Probaremos a continuacién que la funcién ar

bitraria G(A.) es cero. Para ello, derive -

mos con respecto a Ao.; usando la definicién
/81/ y el hecho de que 9F1/alo = aFo/aA1,

Fo(ho,x;) = 3[BA(X0,0)]/0rs +

A

1
+fo

dl%.3F1(X0,Ai)/3Xo+G'(Xo) /84/

=Fo(0,0)+[Fo(ro,1;)-Fo(20,0)] + G'(ro)

de donde G'(Ao) =0 & G(Ao) = constante. -
Que esta constante es cero se ve inmediata-
mente haciendo A; = o = 0 en /83/. -

Sumando y restando la energia libre -
A(0,0) del sistema no interaccionante, el -
primer mienbro de /83/ resulta igual a -
BAA(Ao,A])-BAA(Ao,O), siendo A(ro,0) y -

AA(Ao,A1) los incrementos de energia libre

al pasar del estado no interaccionante a -
los estados parcialmente cargados (Ao,0) y
(xo,x1) respectivamente. Para ambos proce -

sos es vdlida la identidad /35/, por lo que
en definitiva la ecuacién /83/ puede escri-
birse como (6),

Ao
38A(Ko,xq) = dAQ.a[BA(xa,O)]/axé +
A /85/
+f01 dAi.a[BA(Ao,A{)l/OAi

que es la generalizacidn de la ecuacidn -
/35/ a este proceso de carga en dos pasos.

De /85/ se sigue para la energfa 1i -
bre de exceso del sistema considerado -

()\o=l1 = 1)

_ (o)
eAex/N = BAgy /N + BAA/N, /86/

puesto que Aex = A(l,]).Aég) es la energia

libre de exceso del sistema de referencia,

y AA la diferencia en energia libre entre -
este Gltimo sistema, con potencial uo(12) y
el sistema dado con potencial u(12). A am -
bas contribuciones en /86/ es aplicable Ta

teoria de la seccidn B. Asi se obtiene para
el sistema de referencia (6).

sa, SOV /N =g ALPI/N +g A{PI/N BaA{®) /N
/87/

con
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sA$°)/N=(1/Zo)Jd§<%h§(12)+h0(12) 3

/88/
-go(IZ)ln{go(12)exp[8uo(12)]}>
(0) ) _ dk
BAy /N = -(1/2p)f——— t{ln Det[I +
2 ‘ (27) " m [

i /89/
+(-1)mpﬁo’m(k)1-(-1)mpTr[ﬁo’m(k)]}
8aAL%)=- (5/2) raR)]

3 p sd /odAo.
3g(12)x 0) /90/

<B(12;)\°0) Y\

o

(las cantidades con subindice o superindice
cero se refieren siempre al sistema de refe
rencia); y para el sistema a estudiar, des~
pués de cancelar los términos correspondien
tes al fluido de referencia que se repiten
con signos contrarios (6), (42),

- (o)
BAex/N BAI/N + sAZ/N + BAAZz 7/N + BAA3/N

/91/
donde
BAL/N = (1/20) saRe—— h2(12)+h(12) -
/92/
-g(12)1n{g(12)exp[Bu(12)]}>
=
BA,/N =-(1/2p) /-2 ¢ (1n Det[1 +
(2n) " m
/93/
+(- 1)k () - (-1 MeTr B (0]}
BAAL/N = -(p/2) rdR f; dr,
/94/

28(12;1,1 ;)

<B(1251,1,) e ok

Las propiedades del sistema de refe -
rencia se suponen conocidas; en este caso -

las contribuciones Ago) y Ago) se obtienen
directamente de /88/ y /89/. No asi AA§°)

debido a que B(12;A°,0) en /90/ es una fun-
cidn desconocida, por lo que no puede usar-
se esa ecuacidn para calcular AA§°); pero -

puede obtenerse de forma exacta despejindo-
la en /87/. También de forma exacta pueden

calcularse A1 y A2 a partir de sus expresio

nes /92/ y /93/ respectivamente. Por consi-
guiente de todas las contribuciones a Aex—-

la dnica que no puede determinarse de modo
exacto es AA3 dado que tampoco la funcién -

puente B en /91/ es conocida.

En la interpretacién de Rosenfeld y -
Ashcroft (5), la aproximacién RHNC equivale
a suponer que la funcidn puente B(12;1,A1)

no cambia apreciablemente cuando el poten -
cial varia de uo.(12) (x1=0) a u(12) (A1=1).

En tales circunstancias puede ya realizarse
la integracidén en /94/ con respecto a A =

1)
obteniendo (13)

B8A/N = -(1/20) sdR<Bo(12) [g(12)-go(12)]>
/95/

Esta expresidén, aproximada, es ya calcula -
ble y constituye la aproximacidén RHNC a la
energia libre.

La relacidn de cierre /79/ junto con
la ecuacidén de Ornstein-Zernike, ecuacién
/6/, para la funcién de correlacién par, y
las expresiones /87/-/89/, /91/-/93/ y /95/
para la energia libre constituyen los ele -
mentos fundamentales de la teoria RHNC.

La aproximacién RHNC (ecuaciones /78/,
/79/), introduce cierta inconsistencia en -
la termodindmica del sistema, que se mani -
fiesta en propiedades como la ecuacién de -
estado 6 la energia interna (11), (17), -
(42). Asi por ejemplo, la ecuacidn para la
presién que resulta de derivar respecto de
la densidad la ecuacidn RHNC para la ener -
gia libre (ecuacidén /91/ con la forma apro-
ximada /95/), no coincide con la expresidén
correcta /67/. Afortunadamente, esta incon-
sistencia termodindmica puede eliminarse me
diante ciertos criterios de optimizacidn de
la teoria de los que nos ocupamos en la sec
cidén E. Aprovechando que una parte de los -
elementos tedricos nos serdn necesarios mis
adelante, traemos aqui el andlisis de esta
inconsistencia en el caso concreto de la -
ecuacidén de estado. La derivada de /91/ sue
le hacerse en términos de derivadas funcio-
nales que resultan mds ventajosas en este -
caso.

Empezaremos recordando la definicidn
de derivada funcional. Si P es una funcio -
nal de una funcidn ao(r) y 6P la variacién -
de primer orden de P correspondiente a una
variacidén Sa(r) de a(r), se define la deri-
vada funcional, é§P/sa(r), por (43)

6P = s dY¥.[8P/sa(r)] 6&a(r) . /96/

Si a(r) es a su vez una funcional de otra -
funcidén B(r) se cumple que (43)
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6P/68(r) = saf' . [6P/sa(r")] [6a(r')/se(r)]

/97/

Antes de proceder a derivar funcional
menta la energia libre conviene hacer el -
cambio de variable x = 91/3R en las integra
les de /91/ con lo cual toda funcién de la
distancia R, incluido el potencial par, -
u(12), pasa a serlo formalmente de p. De es-
te modo, un examen de las ecuaciones /91/--
/93/, /95/ y /87/-/90/ muestra que la ener-
gia libre puede tratarse como una funcional
de las funciones h(12) (a través de Aéj A2

)

y AAS)’ go(12) (a través de AA, ¥y AAg
Bo(12) (a través de bAg y AAgo , yu(12) -
(a través de A1)’ y éstas a su vez como fun

cionales (en este caso funciones ordinarias)
de p. Tenemos entonces (42)

Bp/o-1 = p.a[BAeX/N]/ap=p.é[BAex/N]/ép /98/

donde, de acuerdo con /97/

§[eA, /N]/sp=sdR<[&(8A_ /N)/6h(12)] dh(12)/dp]

+[5(8Aex/N)/6go(12)] [dge (12)/dp]

+[6(8A,,/N)/6Bo(12)] [dBo(12)/dp]
/99/
+[6(8A, /N)/6u(12)] [du(12)d o]>

A continuacidén listamos las distintas
derivadas funcionales que intervienen en la
exposicién anterior.

§(8A,/N)/8h(12) = (1/20) (h(12) -

/100/
-1n[g(12)exp{gu(12)}])
§(8A,/N)/sh(12) = (p/2).c(12) /101/
§(88A;/N)/sh(12) = -(p/2).Bo(12)  /102/

G(BAAS/N)/Ggo(12) = (p/2).Bo(12) /103/

s(88AL0) /N) /680 (12) = - (0/2).Bo(12) /104/

§(88A5/N)/6Bo(12)=-(p/2). [g(12)-go(12)]

/105/
s(88AL®V/N) /6B (12) = 0 /106/
6(BA1/N)/6u(12) = (B/2p0).g(12) /107/

Las derivadas /100/, /102/, /103/, -
/105/, y /107/ se obtienen directamente sin
dificultad de /92/ y /95/ calculando con -
ayuda de estas dos ecuaciones las correspon
dientes variaciones de primer orden de A1 B

y AA3 y comparando los resultados a la de-

finicidn /96/. Las /101/ y /104/ son mis la
boriosas; de hecho la /104/ fué originalmen
te deducida por Morita y Hiroike (9) para -
liquidos simples, quienes demuestran que -
cuando el valor cero del pardmetro de carga

A en /90/ corresponde al sistema no intera
” 2

cionante, en cuyo caso son ciertas las con-
diciones /62/-/64/, se verifica la relacidn

Bo=-(2/p) 6(BAA§0)/N)/6go. Por un procedi -

miento similar al de estos autores que con-
siste badsicamente en diferenciar funcional-
mente la ecuacidn /93/ y retroceder luego -
siguiendo en orden inverso los pasos que -
llevan de la ecuacidn compacta /48/, con -
las condiciones /62/-/64/ para &€= 0, a la

/93/, se encuentra igualmente la /101/ (42).

Por Gltimo el resultado /106/ expresa
simplemente el hecho de que la contribucidn

AAgo) a la energia libre del sistema de re-

ferencia no depende explicitamente de Bo. -
Esto, que no es evidente en la ecuacidn -
/90/, puede entenderse con la siguiente ar-
gumentacidn basada en el hecho ya recordado,
de que en ausencia de aproximaciones la fun
cidn puente de cualquier fluido puede escri
birse de forma exacta mediante un desarro -
1lo en diagramas complejos, desarrollo ente
ramente expresable en términos de la fun -
cidn de distribucién (6 correlacién total)
del sistema (9). Como Bo(12) es exacta para
el sistema de referencia, es obvio que si -
se sustituyera en /90/ por su expresién dia
gramatical exacta el resultado seria un se-
gundo miembro de /90/ funcién de go(12) (3
ho(12)) solamente (9).

Volviendo a la expresién /99/ para la
derivada de la energia libre, de los ante -
riores resultados para las distintas deriva
das funcionales, tenemos

G(BAex/N)/éh(12)=5(BA1/N+BA2/N+8AA3/N)/6h(12)

=(D/2)(c(12)-h(12)+1n[g(12)exp{8u(12)}]-Bo(IZ))

/108/



Anal. Fis.

Serie A Vol. 84 1988

164 M. LOMBARDERO, F. LADO ET AL.,

E§ta derivada se anula en virtud de la rela
cidn de cierre RHNC (ver ecuacidén /3/ con -
la aproximacidn /78/)

a(sAex/N)/ah(12) = 0 /109/

Se anula también la derivada =
6 (BAgx/N) /680 (12) = 5(88A5/N+88A5®)/N) como
se comprueba fidcilmente )

6(8Aex/N)/6ga(12) = 0 /110/
Para las dos derivadas restantes.

§(BA,,/N)/6Bo(12) = -(1/20) . [g(12)-go(12)]
/111/
§(BA . /N)/8u(12) = -(8/20).g(12) /112/

Para completar el desarrollo de la de
rivada funcional /99/ restan atin por calcu-
lar las derivadas ordinarias du(12)/dp y -
dBo (12)/dp. La primera es inmediata

du(12)/dp=[au(12)/4R] [3R/3p]=

1/3 /113/
p

= -R [au(12) /3R]

Antes de entrar en el cdlculo de la otra dg
rivada convienen algunas consideraciones so
bre la estructura paramétrica del potencial
de referencia y, con é1, de Bo. Para flui -

dos simples, un potencial tipico u, depende

rd de dos pardmetros, uno energético, £

y una distancia d . Para un fluido molecu -
S 4

lar tendremos en general un conjunto de pa-
rimetros energéticos e , €ys+++»€ ¥y un con
. =

junto de distancias du, d1,...,dk; por ejem

plo, una simple molécula diatémica homonu -
clear en el modelo potencial ISM (Interac -
tion Site Model), requiere un parametro de
energia y dos distancias. Matemdticamente, -
esos conjuntos de pardmetros definen una fa
milia de funciones potenciales.

u = u°(12;d°,...,dk,eo,...,en). /114/

En consecuencia, también B =B°(xp_1/3,
o
w1,w2;B,o,d°.--.,dk, eo,...,ek), en térmi--

nos de la variable adimensional x. Derivan-
do con respecto a la densidad.

p[dBo/dp] = -(R/3) [#Be/3R] + p[3Ba/3p] /115/

Por otra parte, en términos de la variable
primitiva R, Bo se escribe en forma adimen-
sional como =

) > - 3 ;

B Ba(ﬁ/do,w1,w2,ee°,.od ,d1/d°,...,dk/d’
o

e]/eo,...,en/eo), /116/

de modo que

d_ [aBo/adoj = -R[aBo/aRI+3pE3B /3p] -

/117/
- ) E

; djfaBo/adj)

1
Yy, combinando /115/ y /117/

k
o[dB_(12)/do] =

d. [sB T
2t 5 [2B,012)/2d;T /118/

Las ecuaciones /98/-/99/, juntamente
con el conjunto de resultados /109/-/113/ y
{118/, dan la ecuacién RHNC de la presién -
42)

Bp/e-1 = -(p/6) faR<g(12)BR 32%%£l> +Ap
/119/

K

sp = -(p/ﬁ).Eofd§.<[g(12)-go(12)]dj%g—>
j= 5
/120/

Andlogamente puede demostrarse que (42)

8U/N = (p/2) sdR<g(12)Bu(12)> + aU /121/
n _ 3B (12)
8U = -(p/2) £ saR.<[g(12)-g (12)]e,—2>-= >
i=0 ° I aei
/122/

La comparacién de /119/ y /121/ con las ex-
presiones exactas /67/ y /68/ muestra que -
efectivamente la aproximacidén RHNC altera -
las ecuaciones de estado y de la energfia en
los t&rminos adicionales Ap y AU respectiva
mente.Veremos en la seccién E como precisa-
mente estos términos se cancelan cuando 1la
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teoria se optimiza de acuerdo con el crlte-
rio recientemente propuesto por Lado C17)
de seleccionar como sistema de referencia -
optimo aquel de entre los de la familia -
/114/ que extremaliza la energia libre del
sistema a estudiar.

E. Optimizacidon de la RHNC. Criterio de -

consistencia termodindmica.-

En el trabajo ya citado (5), Rosen -
feld y Ashcrodt reinterpretan el sistema de
referencia en la RHNC tratdndolo como ajus-
table, de modo que el potencial de referen-
cia se considera como una funcidn arbitaria
a seleccionar, por medio de alglin criterio,

de entre la familia de funciones potencia.--

les. Con esta nueva interpretacidn de la -
RHNC se abre la posibilidad de optimizar la
teoria eligiendo convenientemente el siste-
ma de referencia, y, consecuentemente, la -
funcién puente Bo(1,2).

Esos autores (5) determinan uo. en -
/76/ exigiendo que las ecuaciones de estado
obtenidas separadamente via la compresibili
dad y via el teorema del virial conduzcan a
los mismos resultados. Este criterio se ha-
bia usado ya con éxito en otras aproximacio
nes (14) y funciona bien también con la -
RHNC (44). Presenta sin embargo algunos in-
convenientes serios como que las soluciones
han de obtenerse en una isoterma completa -
aunque se esté interesado en un @inico esta-
do termodindmico; pero sobre todo no es =
aplicable cuando la isoterma pasa por una -
regidn de dos fases en coexistencia como - -
ocurre en el caso de los liquidos reales.

Recientemente Lado (17) ha propuesto
una alternativa que a la vez que evita esas
dificultades, elimina la inconsistencia in-
terna inherente a la RHNC (Seccidn D). Con -
siste en elegir como el mejor u, de entre—-

los del conjunto /114/, 6 equivalentemente
Bo, en /116/, el que extremaliza la energia

libre del sistema con potencial u(12).

8i 6A,y ©s la variacidn de primer or-
den correspondiente a una variacién 6B de

la funcidén puente, la diferenciacién func1o
nal de /91/ da

BSA L /N = fdﬁ<[s(sAex/N)/ah(12)].ah(12)>

+ 7dR<[6(BA,, /N)/6g0(12)].6g0(12)>

+ rdRe<[6 (BA /N)/6Bo(12)].6Bo(12)>
7123/
Los dos primeros sumandos se gnulan en ViE-

turd de /109/ y /110/, de modo que, con -
/11/ (42)

prdR<[g(12)-go(12)]6Bo(12)> = 0 /124/

que es la condicidén de extremalizacién de -
la energia libre respecto de B 3 6B es la

variacidén en B debida a varlac1ones -
dsl (i=0,1, .,n) y 5d (3j=0,1 ,k) de -
los parédmetros € Y dJ Entonces, de /116/

§B_(12) =

™~ s
=)

[aBn(12)/Bei]éei +
k

+ 1 [8Bo(12)/3d.]sd. . /125/
j=0 =77

Para variaciones arbitrarias Gei, §d. la -

condicidén /124/ exige (42)

3B (12)
p/dR. <[g(12)-go (12)]d; ——{hs;—m> 0 /126/

[}

para j=0,1,...,k, y

3Bo(12) 0 11277

p/dR.<[g(12)-go (12)]e; -
1

para j=0,1,...,n. Esas condiciones determi-
nan los valores optimos de los parametros -

€5 Y dJ del sistema de referencia. Ademis,-

como ya adelantamos al final de la seccidn
anterior, cancelan las contribuciones ap y
AU en las ecuaciones /119/ y /121/, respec-
tivamente, restituyendo a la teoria la con-
sistencia termodindmica violada por la apro
ximacién RHNC.

IIT Resultados Para un Fluido de Esferas -

Duras Dipolares. -

En este trabajo apllcamos la RHNC op-
timizada (ORHNC) a un fluido de esferas du-
ras dipolares, de didmetro o portando un di
polo de momento u. Aunque simple, el modelo
tiene un notable interés tedrico, entre -
otras razones, porque en este caso se cuen-
ta con un sistema de referencia '"'matural'',-
el fluido de esferas duras de didmetro o -

(pardmetro ajustable en nuestro caso). En -
general, ¢ #0 en la aproximacidén ORHUNC, co-

rrespondlendo o =0 a la RHNC ordinaria, si-

tuacidn ya estudlada por otros autores (19)
(41) Y que por consiguiente no contemplamos
aqui. Como es sabido, el sistema de esferas
duras es el tnico modelo de fluido con una
teoria (semiempirica) suficientemente desa-
rrollada como para poder construir la fun™ -
cidén puente BO(R) y su derivada 6B°/60 con
o

buena precisidn (6).
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El potencial de interaccién para esfe
ras duras dipolares puede escribirse ¢omo

u(12) = wu (r) + upp (12) /128/
donde
ufr) = =, Txpo

/129/

es el potencial de esferas duras de didme -
tro o, y uDD(1Z), la contribucidén dipolo-di

polo, es

upp(12) = -[u?/e3 [3(;?1 E)0 -Gl 8y) 1
/130/

-> s s -
f, Yy u, son vectores unitarios en las di -
recciones de los dipolos 1 y 2 respectiva -

mente, y T es el vector unitario segin la -
linea que une los centros de las particulas
1y 2.

Para este modelo sencillo la teoria -
se simplifica notablemente. Las condiciones
de consistencia termodindmica (ecuaciones -
/126/ y /127/) se reducen ahora sencillamen
te a la ecuacibn finica (6), (17), (42) (la
condicién asociada al pardmetro energético
resulta trivial en esferas duras debido a -
que en este caso no hay una escala de ener-
gia (6)),

N 9B (r)
PJ’dr.[g”o(r)-go(r)] o, ~fm=—=0, /131/

en la que g (R) es la parte radial de 1la

FDP de las esferas dipolares, y ge(R) la -

FDP del sistema de referencia. La ecuacién
/131/ es la condicién de optimizacién de la
RHNC en el sentido de que el didmetro o s -

que determina el sistema de referencia, mi -
nimiza la energia Helmholtz y elimina la in
consistencia interna propia de la RHNC -
(apartado E).

Las expresiones generales /66/-/68/ -
para las propiedades termodindmicas se sim-
plifican igualmente, reduciéndose a (32), -
(z3),

112

BU/N (r) /132/

-(4/3)mopu’® sZdr.r'h

8p/p = 1+(2/3)po’g__ (o) +8U/N /133/

okTx = [1-4np /:dr.rzcooo(r)] o /134/

donde

h''(r) = h,. (r) + h /135/
110(r 111(1)

La aproximacidén ORHNC, a través de la
condicidn de consistencia, ecuacién /131/, -
y la relacién de cierre (ver ecuacién /79/),
requiere conocer las funciones gotk) y =

BO(R). En nuestro caso, para el sistema de

esferas duras, Verlet y Weis (45) han cons -
truido una expresién parametrizada, muy pre
cisa, para go(R). Por otra parte, Henderson

y Grundke (46) han desarrollado una expre -
sién analitica de la funcidn. -

y, (r) = g_(r).explBuy(r)] /136/

dentro del nficleo duro (0 < r < ¢ ), de ma-

nera que disponemos de buenas parametrizg -
ciones para esas dos funciones, g (R) e =
o

yO(R), en todo el rango de distancias -

(0 <r < =), A partir de éllas la funcién
puente, BO(R), y su derivada, 8B (R)/d30 , -

necesaria en /131/ se obtienen del modo 5i-
guiente (6). La transformada de Fourier, -

He(k), de ho(R) juntamente con la transfor-

mada de la ecuacidén de Ornstein-Zernike -
(ecuacidn /6/) para potenciales esféricos,

%o(k) = pﬁo(k)/[npﬁo(k)] . /137/

permiten calcular la funcién So(R) por in -
versidén numérica de go(k). La funcién BO(R)

resulta directamente de /3/ que para el pre
sente caso da,

Bo(r) = 1In yo(r) - So(r) . /138/

Derivando explicitamente la expresién de -
y,(R),
ago(k)/aoo = {1-[1+pﬁ°(k)]'1}[aﬁ (k) /o0 ] ,

/139/

de la que, nuevamente por inversién numéri-
ca se obtiene,






